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RESUMO 

Este artigo descreve a utilização de métodos bloco- iterativos paralelos, sincro­
nos e assincronos , para a solução de sistemas de equações algébricas lineares de 
grande porte . Estes métodos são uti l izados na resolução do problema de Fluxo de 
Potência em redes de energia elétrica. O computador utilizado é o ACP (Advo.nced 
Computer Program) disponivel no CBPF com a seguinte configuração : 02 "crates" , 
lO processadores (68020 J.LP) por "crate" e um MicroVax como hospedeiro. 

ABSTRACT 

This paper describes synchronous and asynchronous parallel block- iterative me­
thods for the solution of large systems of linear algebraic equations arising in 
the analysis of power systems. These methods are appl ied to the load- flow problem 
of electrical power networks . The computer used is the CBPF ' s 02 crate ACP (Advan 
ced Computer Program) with ten 68020 JJPS per crate and a MicroVax as host. 

1 . INTRODUÇÃO 

O recente desenvolvimento de processadores par~ 
lelos ,io tipo "array" e vetoriais com estruturas 
alteldativas de alta velocidade e baixo custo 
está provocando mudanças significativas nas té~ 
nicas e linguagens de programação assim co~ na 
estrutura dos algoritmos utilizados. Na computa 
ção cientifica, as várias maneiras de concebe~ 
os métodos numéricos e adaptá- los a estas no­
vas máquinas e arquiteturas estão estimulando 
novas pesquisas teÓricas e aplicadas em proble­
mas de convergência, balanceamento de carga , 
aceleração relativa ( "speed-up" ), etc . É notá­
vel que diversas técnicas abandonadas no passa­
do , devido à falta de recursos computacionais, 
estão em fase de ressurgimento . 

Mais especificamente , para resolver a equaçao 
linear clássica Ax=b, quando a ordem da matriz 
A(nxn) é elevada, os chamados métodos diretos , 
como eliminação Gaussiana, combinados com técn~ 
cas de esparsidade são atualmente considerados 
Ós mais eficientes para as máquinas seqüen­
ciais. Porém os métodos iterativos tais co~ 
Jacobi , Gauss- Seidel , SOR, Gradiente Conjugado, 
que apresentam convergência lenta em maquinas 
seqüenciais, têm se mostrado bastante eficien­
tes e rápidos para problemas de grande porte, 
particularmente quando implementados em parale­
lo [ 1] . A maioria das implementações dos méto­
dos diretos não tem se mostrado· eficientes para 

máquinas paralelas , por exigir demasiada comuni 
cação entre os processadores . Dada uma partiçã-; 
adequada (em blocos) da matriz A, os métodos 
bloco-iterativos freqüentemente apresentam um 
paralelismo inerente - um caso tipico é o clás­
sico método iterativo de Jacobi por bloccs - e 
muitas vezes exigem menos comunicaçao entre p~ 
cessadores . 

Lm efeito adverso da comunicação chamada sincro 
na é que os processadores mais rápidos (aqueles 
que computam os subsistemas de equações mais es 
parsas, por exemplo) ficam à espera dos mais 
lentos, compDOmetendo desta fonna a rapidez de 
convergência. Uma alternativa é de se implemen­
tar o método iterativo com comunicação assine~ 
na entre os processadores . Os problemas de con­
vergência de métodos ite rativos tais como Jaco­
bi, Gauss-Seidel , etc. quando implementados em 
multiprocessadores distribuidos , com comunica­
ção assincrona, foram considerados por Chazan & 
i'vliranker [2 ] e posteriormente por Baudet [3] . 

Na Seção 2 do presente trabalho é apresentado o 
modelo matemático de métodos iterativos assin­
cronos proposto por Baudet [31 , assim como uma 
condição sufic1ente para a convergência destes 
métodos . Na seção 3 é indicado um procedimento 
para a aplicação dos· métodos refe ridos ao pro­
blema de Fluxo de Potência em redes de energia 
e létrica. A seção 4 contém uma breve descrição 
da arquitetura do ACP bem como a lÓgica de pro-
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gramação do hospedeiro ( "host") e dos nós. As 
conclusões são apresentadas na seção 5 e as re­
ferências bibliográficas na seção 6. 

2 . MODELOS i'vlATE."'!ÁTICOS DE MÉTODOS Bi....'X:O- ITERATI 
VOS PARALELOS 

O problerre da resolucão da equação: 

F(x) = O (1) 

n n . 
onde F: R .. R e suficientemente "suave", pode 
ser transformado nu~ problema de determinação 
dos pontos fixos de um s]stema iterativo: 

x(i+l) = G(x(i),i); x(O) dado; i=O,l,2 , . .. (2) 

onde G: Rn x N .. Rn . Achando os pontos x* que 
verif'icam x* = G( x*, i) lli, estaremos determinan 
do aqueles x* que verificam (l) . Em particular, 
se F(x) = Ax + b (i.e . , F linear) , então os mé­
todos clássicos iterativos, como por exemplo J~ 
cobi , Gauss- Seidel, SOR, etc. , são expressos na 
forma (2), onde G é linear , [4], [5] . 

A implementação paralela dos métodos iterativos 
para a solução de sistemas de grande porte sug~ 
re naturalmente a utilização de métodos bloco­
iterativos, âlocando-se l: cada um dos processado­
res a resolução de um determinado bloco . Estes 
métodos bloco-iterativos já foram estudados in­
tensivamente no contexto de implementações se­
quenciais [6] e atualmente estão sendo ressusci 
tados e usados em uma grande variedade de meto­
dos iterativos paralelos, [7] , [8] , [9] . 

Considerando-se o caso da comunicação síncrona, 
uma expressão geral para os métodos bloco-iter~ 
tivos pode ser dada por: 

n 
z (i+l) = 

2, 
I' 
~ H •. (Z(i),(i)) Z.(i) ; 

"J J j=l 
i = o, l ' 2 , ... 
2- l, 2 , ... , n 

(3) 

onde i é o nÚmero da iteração (ou "tempo discre 
to" ) e , Vi , Z/i) E Rnj e H

1
j(Z(i),i) E Rn2-xnJ; 

n 
~ : = ~ n; Z(i)T=(z.(i)T, . .. ,z (i)T) e cada uma 

2-=l 
2- 1 n 

das n equações (3) é alocada a um dos n proces­
sadores. 

Quando a comunicação entre os processadores é 
assincrona , o modelo (3) não é adequado e utili 
zamos o modelo de Baudet [3]. Introduzimos a s-; 
guinte notação: 

as componentes de um vetor x e Rn e um operador 
n n -F: R .. R sao, respectivamente denotadas por 

x, 2-=l, ... ,n; e f (x) ou f (x1 , ... ,Xn), 2-=l, 
t ~ 2- 2- n . 

... ,n. Uma seqüencia de vetores em R e denota-
da por x(i ) , i= 0 , 1, ... 

Definição de iterações assíncronas: Seja 
F: ~ + Rn . Uma i teração assincrona correspon­
dendo ao operador F , dada a condição inicial 
x(O) E~ . é uma seqüência x(i), i=O, l, ... de 
vetores em Rn definidos recursivamente pelas 

-equaçoes: 

(4) 

onde J = (Ji: i=l,2, ... l é uma seqüência de 
subconjuntos nao-vazios de (l, ... ,nl e s = 
= (s1(i) , . . . , s (i) : i=l ,2 , ... l é uma seqüência 

n • .n ~ -de e l ementos em~~ .. . As seqüencias J e S estao 
sujeitas às seguintes condiçÕes adicionais, pa-
ra cada 2- 1 , ... , n: 

(a) si-(i) ~ i-1, i= 1, 2, . .. 

(b) s2-(i), considerada como função de i, tende 
a infinito. 

. 
(c) (i: 2- E J.l e um conjunto infinito. 

1 

Uma iteração assíncrona correspondendo 
condição inicial x(O) e definida por J 
denotada por (F , x(O) , J , S) . 

a F, com . 
e S, e 

Podemos entender uma iteração assincrona (F , 
x(O) , J, ~)como sendo a seguinte seqüência de 
computações em um multiprocessador assíncrono: 

Seja (ti , i=l ,2, ... l uma seqüência crescente de 
instantes de tempo . 

No instante ti• o multiprocessador M começa a 
avaliação de x(i); x(i) difere de x(i-1) nas 
componentes (x : 2- E J1 J e ~~ J i dos processad~ 

2, • • 
res de M (onde ~~ Ji e o numero de elementos de 
Ji) iniciam o cálculo destas componentes usando 
valores de componentes calculados em iterações 
anteriores ; a saber: a r-ésima componente do 
sr(i)-ésimo i terado , para r=l, . .. ,n . A escolha 
das componentes usadas pode ser feita segundo 
qualquer critério, e, em particular, um crité­
rio natural é selecionar os valores mais recen­
tes disponÍveis (ULD - use latest data availa­
ble [8]) tornando assim desnecessário o sincro­
nismo entre processadores. A única restrição, . 
(b), sobre a escolha dos i terados anteriores e 
de que ela tem que ser atualizada, se bem que a 
condição (b) permite que o intervalo entre uma 
atualização e a prÓxima seja arbitrariamente 
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grande . A condição (a) exi ge que apenas compo­
nentes de iterados antigos sejam utilizadas na 
avaliação de um iterado novo . A condição (c) 
garante que as componentes serão atualizadas . 

2. 1 - Exemplos e Casos Particulares de 
çoes Assine ronas . 

Itera-

Os métodos iterativos clássicos - Jacobi, bloco 
Jacobi , Gauss-Seidel etc . , e alguns mais recen­
tes (e .g . iteração caÓtica) são casos especiais 
de (4): 

Ex . 1- Jacobi (bl ocos lxl ) 
J :={Ji={l ,2, . . . ,n} para i=l,2 , .•. } 
S : ={s~(i)=i-1 para i=l , 2, .•. , e ~=l, . . . ,n} . 

Neste caso todos os n processadores são atuali­
zados s i multaneamente (iteração parale 1 a com c~ 
municação sincrona) 

Ex. 2-Jacobi (blocos lxl) 
J : {Ji={l+(i- 1 mod n)} i=l ,2, ... } 
S : {s~(i)=nUi-1)/nj i=l , 2, • . . ,n;~=l, .. . ,n} 

onde LxJ . é o maior inteiro menor do que x . 

Neste caso , cada componente é atualizada inde­
pendentemente das outras; n passos deste proces 
so assincrono correspondem a um passo do proces 
so do Ex . 1. Este é um dos modelos proposto e~ 
[ 2). 

2 .2 - Condições para Convergência de uma Itera­
ção Assincrona. 

No caso dos algoritmos iterativos lineares inva 
riantes no tempo (para bloqos unitários) na su~ 
versão sincrona, a partir da equação (3), podem 
ser descritos por Z(i+l) = HZ(i); i=0 , 1,2, . . . on 
de H=(~ij) é a ~triz constante de iterações: A 
condiçao necessaria e suficiente de convergen­
cia neste caso é dada por p(H) < 1 onde P(H) é 
o raio espectral da matriz de iteração H, veja 
a referência [4) . Já no caso assincrono , as con 
dições obtidas até o presentE ~por Chazan e 
Miranker são mais restritivas: o resultado em 
[2] assegura que a versão assincrona do método 
iterativo converge quando P( IHI) < 1 onde IHI é 
a matriz obtida a partir de H tomando-se os mÓ­
dulos dos elementos, i. e., IHI == ( lhij I) . 

Para testar se uma dada matriz de iteração H v~ 
rifica a condição acima, no caso de sistemas de 
grande porte , constitui um problema computacio­
nal considerável. Portanto condições computaci~ 
nalmente mais fáceis (mesmo sendo mais restrit! 
vas) podem ser Úteis . Neste caso, condições co­
mo simetria com diagonal dominância estrita, i~ 
reducibilidade com diagonal dominância se apre­
sentam como mais convenientes para serem testa-

das no caso das i te rações assíncronas [ 2] . 

3 . APLICAÇÃO AO PROBLEMA DE FLUXO DE POTÊNCIA 

O problema de Fluxo de Potência ( FP) em redes 
el étr icas consiste na solução da rede em regi me 
pennanente para uma dada condição de carga-gera 
ção. Este problema, em sua forma básica, ou cO: 
mo componente de problemas mais complexos, e 
largamente utilizado em estudos de planejamen­
to, operação e controle em tempo real de siste­
mas elétricos de potência. 

3 . 1 -Formulação do Problema. 

Considere as seguintes equações básicas da aná­
lise de circuitos em regime permanente senoi­
dal : 

onde 

Pk + j Qk = vk 1k' k 

rk i Ykm vm, k 
mE!lk 

. . 
numero do no 

1 , n (5) 

1, n (6) 

injeçÕes de potência ativa e reativa 

injeção de corrente 

tensão nodal (Vk = IVkl ~) 
elementos da matriz admitância nodal(Y) 

(nÓs diretamente ligados a k , inclusive 
k ) 

De (5) e (6) , obtém- se as equaçÕes do FP : 

pl< + j Qk = Vk( L 
mEQk 

Y* V*) k=l,n km m' 
(7) 

No conjunto de equações definido em (7) , o te~ 
mo Pk + j Ok representa a condição de carga-ge­
ração a qual é , em principio especificada, e os 
termos vk (k=l ,n) são as incÓgnitas do problema. 

Por razões relacionadas com a maneira de se es­
pecificar a condição de carga-geração, em al­
guns nÓs da rede são especificados Pk e IVkl ou 
IVkl e ek ao invés de Pk e ~· 

3 .2 - Métodos de Solução. 

A solução do conjunto de equações definido em 
(7) , ou de um conjunto equivalente obtido sepa­
rando-se as partes reais e imaginárias, pode 
ser obtido através de processos iterativos que 
consistem na construção e solução de 
de equações lineares a partir de uma 
inicial arbitrária. 
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Duas classes de métodos são encontradé:IS na lite 
ratura [ 10 J: 

a . Aproximação da condição de carga- geração por 
corrente constante 

Neste caso, Ik na iteração de 
. 

ordem i e dado 
por: 

Pk-j Qk k 1 ,n 
Ik(i) = 

Vk(i) i o, 1' 2 , 
(8) 

Cada iteração do método consiste, então, na so­
lução de 

I(i) Y V(i+l) (9) 

b . Linearização através da fÓrmula de Taylor 

A separação de ( 7) em suas partes reais e imagi 
nárias' e posterior aproximação linear das fun: 
ções resultantes em torno do valor das incÓgni­
tas na iteração anterior, conduz ao seguinte 
sistema linear incrementai : 

[
6P(i)l = [H 

6Q(i) M 

Nl [ Ml(i+l) l 
L t~IV(i+l)l 

(lO) 

onde H, N, M e L são submatrizes do Jacobiano 
da função relacionando P e Q com lVI e e , calcu 
ladas em V( i) . 

Baseando-se em características particulares das 
redes elétricas de alta tensão, é possivel "de-
sacoplar" o sistema de equações definido em 
(10) em dois subsistemas 

6P(i)/ IV( i) I B' 69(i+l) (11) 

6Q(i)/ IV( i) I B" t~ I V(i) I (12) 

onde as matrizes B' ou B" dependem apenas dos 
parâmetros da rede e, portanto, permanecem con~ 
tantes durante o processo iterativo. A notação 
t~P/ I VI significa a divisão das componentes de 
.'1P pelas respectivas componentes de lVI. 

3 . 3 - Estrutura das Matrizes . 

Para as redes elétricas usuais a matriz Y apre­
senta elevado grau de esparsidade (mais de 95% 
dos elementos nul os) possuindo elementos não-n~ 
los apenas na diagonal principal e nas posições 
correspondentes a conexões fÍsicas entre cs rÚs d3. 
rede . Esta matriz não possui estrutura facilmen 
te discernivel (tridiagonal, bandas, etc .) po-

rém pode, em geral, ser colocada na forma "qua­
se bloco-diagonal" com relativamente poucos ele 
mentes não nulos fora dos blocos diagonais. 

As submatrizes H, M, N e L na versão lineariza­
da mostrada em (lO) , assim como as matrizes B' 
e B" em ( 11) e ( 12), apresentam estruturas simi 
lares a Y exceto pela exclusão de algumas li: 
nhas/colunas . Essas matrizes em geral apresen­
tam dominância diagonal exceto em algumas pou­
cas situações de interesse prático. A dominân­
cia bloco-diagonal é ainda objeto de estudo ha­
vendo indicação, nos casos estudados até o mo­
mento, que a mesma pode ser obtida na maioria 
dos esquemas de decomposição de interesse prátl 
co. 

3 .4 - Solução por Métodos Bloco-Iterativos em 
Paralelo. 

Os sistemas de equações lineares definido em 
(9) , (10), (11) e (12) podem ser resolvidos por 
qualquer um dos métodos descritos neste artigo. 
Como esses sistemas representam iterações na s~ 
lução de um problema não-linear, o vetor de ter 
mos independentes (função das incÓgnitas), pod; 
ser atualizado simultaneamente com o processo 
iterativo de solução do sistema linear , minimi­
zando desta maneira a troca de informações en­
tre processadores . Desta maneira cada processa 
dor resolveria o problema de FP para uma regiãÕ 
da rede considerando a influência das demais re 
giões de forma estática. ApÓs a convergência 
desses subproblemas, haveria a troca de informa 
çoes e a influência reciproca das redes seria , 
então, atual izada. 

4 . O ACP - ARQUITETURAS E PROGRAMAÇÃO 

4 .1- Breve Descrição do ACP [12j. 

O ACP (Advanced Compute r Program) é um mul tip~ 
cessador desenvolvido no Fermilab orientado fun 
damentalmente para solucionar problemas na áre~ 
de fÍsica de altas energias que são de dificil 
tratamento em processadores seqüenciais . 

Em particular a reconstrução de eventos a par­
tir de dados obtidos experimentalmente foi a 
motivação principal para o desenvolvimento do 
computador. Dado que a reconstrução de eventos 
é um problema com estrutura inerentemente para­
lela, na qual os dados de cada evento podem ser 
processados independentemente , no software de 
apoio deste computador não se deu ênfase à in­
tercomunicação entre processadores . 

O ACP tem arquitetura de tipo Árvore com um hos 
pedeiro (normalmente MicroVax) na raiz e micro­
processadores denominados nós, conectados aos 
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ramos . A partir do hospedeiro a comunicaçao com 
os nós é feita através de um "bus" de alta velo 
cidade denominado Branch Bus. Este "bus" está­
conectado com 16 "crates" VME (barramento assin 
crono de 32 bits) através de um mÓdulo de rn: 
terface do Branch Bus ao VME (BVI), o qual 
atua como "master" do VME onde se encontram os 
nos. 

Os microprocessadores utilizados nos nós são Mo 
torola 68020 ou AT&T 32100, com seus respecti­
vos processadores numéricos e 2 Mbytes de memÓ­
ria; a programação é feita com a linguagem FOR­
TRAN 77. 

4.2 - LÓgica de Programação. 

Dado que a resolução de sistemas lineares do ti 
po Ax=b não pertence à classe de problemas 
usualmente tratados no ACP, está-se desenvolve~ 
do uce programação especifica que leva em cons~ 
deração a necessidade de transmissão de dados e 
informações entre os diferentes nós. 

Visando o problema da intercomunicação entre os 
nós, em uma primeira etapa utiliza-se o hospe­
deiro como gerenciador da informação recebida e 
enviada aos nós e como analisador dos resulta­
dos obtidos em cada um dos nós. 

Particionando-se em blocos o sistema Ax=b na 
forma abaixo: 

Proc.l • 
Proc.2 • 

All 
. 

Al2 Al3 
. 

Aln . ... 
...................... ... 
A21 . A22 A23 ... ................ .. A2n 

A 
nn 

xl 

x2 

X 
n 

b 
n 

utiliza- se um método iterativo do tipo Jacobi 
por blocos: envia- se um "bloco linha" a cada um 
dos processadores e obtém-se uma parte da solu­
ção. A "solução" é enviada, via hospedeiro, 
aos outros nós que novamente atualizam os res­
pectivos "subvetores solução·· . 

No esquema abaixo apresenta-se sucintamente as 
operaçoes realizadas pelo hospedeiro e pelos 

' nos. 

----------- Hospedei u-----------­
Entrada de dados 
Partição do sistema em blocos 
Envio de dados comuns a todos os nos 
Envio de''flag" O (opção: cálculo da matriz de 
iterações) 

LOOP 

Envio dos "blocos linha" correspondentes a cada 
no 

ENDLOOP 

Envio de "flag" 1 (opção: inicio do cálculo ite 
rativo) 

LOOP 

Análise do status do nó (done) 
Leitura do subvetor correspondente à "solução" 
obtida no nó 
Envio da "solução" atualizada para o no 
Inicio da nova atualização 
Análise de erro 

ENDLOOP 

Armazenamento de resultados 

STOP END 

------------ NÓs---------------
Análise de "flag" 
If (flag = O) THEN 
Cálculo de A-1 A e A-l b • 

U tj H ._ 

GO TO ITER 

ITER: 

X · ­g_ · -

Cálculo do 
n -1 
L AH AR.J' 

th 

STATUS DONE 

subvetor 

A- l b 
xj + H 1 

Em uma segunda etapa estuda- se a opção de utili 
zar a comunicação direta entre os nós , a qual e 
possivel se os mesmos estiverem no mesmo "era­
te" . O objetivo é diminuir o tempo gasto em co­
municações com o hospedeiro . 

5. CONCWSÕES 

Este artigo apresenta métodos de solução de sis 
temas de equações algébricas lineares , usando 
uma técnica iterativa assincrona em paralelo, 
aplicável ao problema de fluxo de potência uti­
lizando a arquitetura paralela do multiprocessa 
dor ACP . Esta arquitetura é explorada de manei: 
ra a obter a melhor implementação assincrona de 
uma versão modificada do método Bloco de Jacobi . 
Atualmente a equação linearizada da formulação 
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desacoplada do fluxo de potência ativa (11) es­
tá sendo resolvida po~ este método . O sistema 
exemplo utilizado é o sistema pad~ão de 118 bar 
~as do IEEE [ 11] . A impl ementação de outros mé: 
todos de solução do fluxo de potência, como 
~ueles desc~itos pelas equaçÕes ( 8 )- ( 10) , es­
t a sendo conside~ada, assim cano a utilização 
de um sistema teste ccrn dimensão mais elevada 
(1000 bar~as). Resul tados preliminares disponi­
veis atualmente , os quais se~ão apresentados no 
SimpÓsio , são p~issores e indicam a existên­
ci a de comp~isso entre a acele~ação relativa 
( "speed up") devida ao número de processadores 
e o "overhead" em ccrnunicação imposto pela ar­
quitetu~a do ACP. Assim, é provável que para 
uma dimensão fixa do problema (dimensão da ma­
t~iz) exista um número Ótimo de processadores e 
uma partição Ótima co~respondente . 

Ag~adecimentos: Os autores ag~adecem ao Prof. 
Albe~to Santoro e ao pessoal do Labo~atÓ~io de 
FÍ.sica Expe~imental de Altas Energias do Centro 
B~asileiro de Pesquisas Fisicas , pela coope~a­
ção e pelo apoio na utilização do ACP. 
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