
SOLUÇÃO ITERATIVA DE SISTEMAS DE EQUAÇÕES DO ~TODO DOS ELEMENTOS FINITOS NO 
COMPUTADOR IBM 3090 

Álvaro L.G. Coutinho, José L.D. Alves, Luiz Landau e Nelson F.F. Ebecken 
Programa de Engenharia Civil 
COPPE/Universidade Federal do Rio de Janeiro 
Caixa Postal 68506 
21945 - Rio de Janeiro, Brasil 

RESUMO 

Este trabalho apresenta uma estrateg1a de implementação do Método dos Gradientes 
Conjugados Precondicionado para a solução iterativa de sistemas de equaçÕes do 
Método dos Elementos Fini tos, utilizando as facilidades para processamento veto­
rial disponíveis na arquitetura do computador IBM 3090 . Os resultados ntt!Tlericos 
obtidos evidenciam a efiência computacional da estratégia adotada . 

ABSTRACT 

In this work the implementation of Preconditioned Conjugate Gradients for 
solution of finite element equations utilizing the vector facilities of IBM 
is presented. The numerical results obtained stress the remarkable computer 
fectiveness of the present implementation. 
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1. INTRODUÇÃO 

A aplicação do processo de discretização :spac~ 
al do Método dos Elementos Finitos (MEF) as e­
quações da mecânica dos sólidos, estruturas ou 
fluidos conduz a um sistema de equações semi­
discretas de evolução , em geral não lineares. U 
tilizando-se uma aproximação no tempo implÍcit~ 
torna-se necessária a solução de um sistema não 
trivial de equaçÕes. Caso o problema seja line­
ar, o custo da análise é dominado pela solução, 
em cada instante de tempo, de um sistema de e­
quações algébricas. Em caso contrário,os custos 
também são dependentes da estratégia empregada 
no processo iterativo de verificação do equilí­
brio, da atualização das matrizes de elemento , 
do cálculo de resÍduos, etc. Tradicionalmente,a 
solução dos sistemas de equações é efetuada a­
través de um método direto de solução, exploran 
do a esparsidade da matriz resultante 111. -

Entretanto, com o advento de computadores dota­
dos de arquiteturas vetoriais como por exemplo , 
o CDC Cyber 205, CRAY-1, CRAY-2, IBM 3090 ou pa 
ralelas do tipo memória compartilhada, tais co= 
mo o CRAY X-MP, Alliant FX, ou até mesmo do ti­
po hipercúbica (JPL/CalTech Mark III,Intel iPS~ 
2, NCUBE/10) a utilização de métodos iterativos 
de solução vem sendo cuidadosamente reestudada. 

Pesquisas recentes apontam o método dos Gradien 
tes Conjugados Precondicionados e o Método de 
Lanzcos Precondicionado como os mais apropria -
dos e de melhor desempenho em uma série de dife 

~rentes máquinas, como por exem~lo o CRAY X-MP 
121, Alliant FX/80 e CRAY-2 131, JPL/CalTech 

MARK III 141 . ~ interessante observar também que 
estes métodos, para uma certa classe deproblemas 
bi e tri-dimensionais envolvendo um grande núme 
rode equações(> 10000), mostraram-se competi= 
tivos diante dos métodos diretos de solução,con 
forme pode-se verificar em 15 ,6,7,81. -

Desta forma, este trabalho tem por objetivo a 
implementação do método dos Gradientes Conjuga-

dos Precondicionados (GCP) para a solução itera 
tiva de sistemas de equações do MEF explo~andÕ 
as facilidades de processamento vetorial do com 
putador IBM 3090/VF. A seção seguinte apresenta 
de forma sucinta o método GCP. A seção 3 procu­
ra dis cutir a implementação deste mé t odo de for 
ma a explorar ao máximo as potencialidades da 
máquina disponível. A seção 4 apresenta os re­
sultados numéricos obtidos em um problema mode­
lo com um número crescente de equaçÕes ([2500 a 
t é 40000). Finalmente, na seção 5 as principais 
conclusÕes deste trabalho são discutidas e al­
guns desenvolvimentos fu t uros são sugeridos . 

2. ~TODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS PRECONDICIO 
NADOS 

O método dos Gradientes Conjugados Precondicio­
nados (GCP) , sumarizado na Tabela 1) é um algo­
ritmo iterativo de solução de sistemas de equa­
~Ões algébricas, cujos detalhes encontram-se em 
191. 
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Tabela 1-Metodo dos Gradientes Conjugados Pre­
condic i onados. 
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Neste algoritmo, A é urna matriz simétrica posi­
tiva definida em ~anda de ordem n, construÍda a 
partir da contribuição de cada elemento finito· 
~ é um vetor o-dimensional formado a partir da; 
condiçÕes de contorno não essenciais; u são as 
incógnitas nodais; r é o vetor de resíduos (gra 
cliente); ~e z as direçÕes de busca; e c é a ma 
triz de precondicionarnento. Neste trabalho op ~ 
tou-se pelo precondicionarnento de Jacobi ou se 
ja, ~ = diag A. O algoritmo GCP necessit~ de 4 
arranjos o- dimensionais (r,p,z,u) além das ma­
trizes~ e~· Em r=lação às -operações em ponto 
flutuante, estas sao basicamente produtos esca­
lares, operações com trÍades de vetores e um 
produto matriz- por-vetor, urna vez que a solução 

C-1 - .. 
~j+l = _ ~j+l' no caso e tr1v1al. O produto 

matriz-por- vetor pode ser computado, valendo-se 
da es~rutura local do_MEF, no nível de elernent~ 
atraves da decornposiçao , 

Ap. 
--J 

NEL 
E 

i=l 
(1) 

onde ~i é a 1- esirna matriz de elemento, p~ é a 
componente do vetor p. relacionada a esteJele -
rnento e NEL é o núrnerd total de elementos fini­
tos . ~sta decomposição caracteriza o esquema de 
soluçao elemento-por-elemento (EPE). Para a im­
plementação de esquemas EPE, urna estrutura de 
dados especial para as operaçÕes de agruparnent~ 
espalh~rnento de informaçÕes do nível global pa­
ra o n1vel local (elementos), torna-se necessá­
r~a 16,71 . Considera- se alcançada a convergên­
c1a quando a norma euclideana relativa dos resí 
duos for inferior a urna tolerância pré-especifT 
cada (RTOL). -

3. IMPLEMENTAÇÃO NO COMPUTADOR IBM 3090 

O computador IBM 3090 200E/2VF ins talado no Cen 
tro Computacional da PETROBRÁS tem a sua arqui­
tetura com as seguintes características . Dois 
processadores vetoriais com um ciclo de 18.5 na 
n~-~egundos c~da! 7apazes de_executar operaçÕes 
log1cas ou ar1trnet1cas em ate 128 conjuntos de 
operandos com urna Única instrução de máquina . A 
arqu~tetura_do proc~ssador vetorial provê 63 no 
vas 1nstr~çoes de maquina com 171 novos códigos 
de operaçao, sendo 104 códigos para operações de 
ponto flutuante do tipo real . Urna memória cen -
tral de 64 Mbytes com uma expansão de memor1a 
(Expanded Storage Facility) de 128 Mbytes que 
permite a transferência de dados para a memória 
principal em blocos de 4096-bytes com urna taxa 
de 50 Mbytes/s . Encontram-se disponíveis no com 
putador IBM 3090 dois sistemas operacionais:vMA 
para processamento interativo e o MVS /Extended 
Architeture (MVS/XA), utilizado principalmente, 
para processamento por lotes. O sistema operaci 
onal MVS/XA permite a utilização do compilador 
VS FORTRAN 110 j, capaz de gerar um código que 
faz uso tanto da velocidade do processador veto 
rial (Vector Facility) quanto da facilidade mui 
titarefa (MultiTasking Facility) para distribu~ 
ir a carga computacional entre os dois processa 
dores disponíveis. Neste trabalho será dada a~ 
tenção especial ã utilização de apenas um pro -

cessador vetorial do IBM 3090. 

O problema maior na vetorização através do uso 
do compilador VS FORTRAN é evitar estruturas do 
tipo DO contendo dependências e/ou recorrência~ 
Ou seja, durante o processamento de uma instru­
ção do tipo DO não é possível utilizar-se o re­
sultado de uma operação em um comando de atri­
b~ição subseqüente . Outros aspectos de programa 
çao podem inibir a_vetorização de instrução ti~ 
po DO, como operaçoes de entrada e saída, chama 
das de su~rotinas, referências ã função exter ~ 
na que nao as intrísecas do compilador, etc . 
Naiores detalhes sobre estas restriçÕes podem 
ser encontrados em 1111. 

Com respeito ã vetorização do algoritmo GCP da­
do na Tabela 1, pode-se verificar que este é 
composto basicarnentedequatro tipus de operações. 
Prod~tos escalares, solução de um sistema de e­
quaçoes trivial, operações em trÍades de veto -
res, e um produto matriz-por-vetor. Para os três 
primeiros tipos de operação, a vetorização é i­
mediata, pois são basicamente estruturas do ti­
po ~-para-todas-as-equações, sem nenhuma inter 
rupçao. Em relação ã operação de produto matriz 
por-vetor, deve- se observar que na estratégia 
EPE utilizada, a matriz nunca é formada explici 
tarnente, sendo necessário efetuar este produto 
a partir das contribuiçÕes dos diversos elemen­
tos finitos. Além disso, verifica-se que o cus­
to desta operação domina o custo da solução do 
sistema de equaçÕes através do algoritmo GCP 
Portanto, de forma a explorar ao máximo as po­
tencialidades do processador vetorial para efe­
tuar_esta operação, a estrutura de dados para 
os calculos do MEF deve ser convenientemente mo 
dificada. Ao invés de computar seqüencialmente 
a contribuição de cada elemento finito para o 
produto matriz-por-vetor, é mais eficiente o 
processamento de grupos de elementos. Entretan­
to, uma vez que de forma geral um ponto nodal é 
comum a diversos elementos, estabelece-se uma 
dependência, que além de inibir a vetorização , 
resulta na perda da contribuição de alguns ele­
rnen~os , se estes forem processados em sua orde­
naçao natural . Esta dependência pode ser evita­
da reorde~ando-se os ~lementos em urna seqüência 
tal que nao existam nos comuns entre os elemen­
tos pertinente~ a esta seqüência . Desta forma , 
os elementos sao reordenados em um conjunto de 
blocos de elementos disjuntos através de um al­
goritmo de coloração, cujos detalhes se encon -
tramem 1~2!. A Figura la apresent~ um ~xernplo 
de um dorn1n1o retangular simples subdividido em 
16 elementos com sua ordenação natural enquanto 
que a Figura lb mostra o domínio com os elemen­
tos reordenadors indicando o bloco (COR) a que 
pertencem. 

1 2 3 4 ., 1 2 1 2 

5 6 7 8 3 4 3 4 

9 10 11 12 1 2 1 2 

13 14 15 16 3 4 3 4 

(a) (b) 
Figura 1-Reordenacão dos Elementos finitos pa­

ra o Yrocessamento Ve tor1a . 
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A contribuição de cada bloco de elementos de 
mesma cor para o produto matriz-por-vetor do al 
goritmo GCP é computada em paralelo no processa 
dor vetorial do IBM 3090. Os conjuntos de blo ~ 
cos de elementos de mesma co r são processados s~ 
qÜencialmente. 

4. RESULTADOS NUM!::RICOS 

Selecionou-se como problema modelo a solução da 
equação de Laplace, kV2 u=q, no domínio Q = 
IO,lOixiO,lOI com condições de contorno de 
Dirichlet e considerando-se respectivamente k=2 
e q=2.4. Diversas análises foram efetuadas para 
um número crescente de graus de liberdade (N) , 
em malhas regulares. Nestas análises discreti -
zou-se o problema por meio de elementos finito s 
isoparamétricos com 4 pontos nodais, derivados 
de formulação via método de Galerkin. A Tabela 
2 apresenta um sumário das principais caracte -
rísticas das análises efetuadas, indicando o nu 
mer o de equaçÕes, a largura de banda (LB) e o 
número de iteraçÕes (ITER) necessárias, para as 
dimensões do problema variando entre 2500 e 
40000 equações. Estes resultados foram obtidos 
considerando-se uma tolerância para a norma re­
lativa de resÍduos de 10-3

• 

MALHA N LB ITER 

50 X 50 2500 52 64 

100 X 100 10000 102 122 

150 X 150 22500 152 179 

200 X 200 40000 202 234 

Tabela 2 - Características dos Problemas Anali­
sados. 

Primeiramente, procurou-se determinar o tamanho 
ótimo dos blocos de elementos de mesma cor. Pro 
cessaram- se diversas anális es para blocos de 
respectivamente 64, 128 e 256 elementos, identi 
ficados como BL(64), BL(l28), BL(256). A Figura 
2 mostra a taxa de utilização do proce~sador ve 
torial, calculada como a razão entre o tempo de 
execução no processador vetorial e o tempo to -
tal de execução. 

Pode-se notar nesta Figura que a taxa de utili­
zação do processador vetorial e maior para BL 
(256) . A Figura 3 apresenta os tempos de proces 
sarnento total para cada um dos casos analisado~ 
enquan!o que a Figura 4 mostra o custo de cada 
execuçao. 

Examinando-se as Figuras 3 e 4, verifica-se que 
os menores tempos de processamento e os menores 
custos foram obtidos para as análises em que o 
tamanho do bloco é de 128 elementos finitos.Tal 
valor é idêntico ao número máximo de conjuntos 
de operandos executáveis em uma Única instrução 
de máquina na arquitetura do processador veto -
rial do IBM 3090. Os experimentos numéricos evi 
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Figura 2-Taxa de Utilização do Processador Veto­
rial. 

110 

••• ... .. .· 
/' 

o 
,. 

! •• .. / 

t •• 

•• 
,., 

"' 
lO 

•ooto 

Figura 3 -Tempo de Processamento Total . 

I) .. 
11 

lO 

Q 

i 
j 

, . 

.... 10000 -
Figura 4 - Custo de Execução. 

denciaram que as potencialidades do processador 
vetorial devem ser usadas criteriosamente, pois 
caso contrário podem acarretar em uma perda de 
eficiência computacional considerável. Para as 
análises com o tamanho de bloco ideal, observou 
se que em media, o algoritmo GCP utilizou 577. 
do tempo total de processamento, o algoritmo de 
reordenação 7% e a leitura e geração das matri-
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zes de elemento e do vetor de termos independeo 
tes o restante . Conforme esperado, verificou-se 
que o produto matriz-por-vetor domina o tempo 
de solução, sendo responsável por uma parcela da 
orde~ de 407. do tempo total de processamento.T& 
fraçao represent a aproximadamente 80% do tempo 
de solução do sistema de equaçÕes pelo algorit­
mo GCP. Cabe ressaltar que nenhum esforço foi 
efetuado.no sentido de vetorização da geraçao 
d~s matr~zes de elemento, para permitir compar~ 
çoes. 

Em seguida, procurou- se avaliar o ganho obtido 
c~m a veto;ização no esquema proposto, em r ela­
çao a um codi go veto r ial gerado pelo compilador 
VS FORTRAN onde o produto matriz-por-vetor é 
computado a partir da ordenação natural dos ele 
mentos, identificado por NAT. O código NAT foi 
gerado a partir de um programa fonte otimizado 
para 7omp~tadores c~m arquitetura escalar 161 .A 
vetor~zaçao deste codigo foi efetuada pelo com­
pilador VS FORTRAN, sem que modificação alguma 
f~sse introduzida no programa fonte original. A 
F~gura 5 apresenta a taxa de utilização do pro­
cessado r vetorial para os códigos BL(l28) e 
NAT . 
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Figura 5 - Taxa de Utilização do Processador Ve 
torial. 

Pode-se observar nesta Figura que o código BL 
(128) utiliza muito mais eficientemente o pro­
cessador vetorial do que o código NAT. Este per 
maneceu em uma taxa de utilização do processa ~ 
dor veto rial em torno de 107., enquant o que o có 
digo BL(l28~ apresentou uma taxa de 54% para 
40000 equaçoes . Este acréscimo significativo de 
ve- se exclusivamente ã vetorização completa do 
produto matriz-por-vetor presente no código BL 
(128) . 

Finalmente , procurou-se avaliar o ganho no tem­
po total de processamento e a redução de custo 
computacional dos códigos vetorizados BL(l28) e 
NAT em relação ao código escalar . As Figuras 6 
e 7 apresentam r espectivamente es tes resultados. 
O ganho em tempo de processamento foi calculado 
como a razão entre os tempos totais de processa 
ment o do código escalar e do código vetorial,e~ 

quanto que a redução de custo como a razão en­
tre custo do códi go vetorial e o custo do códi­
go seqÜencial. 
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Figura 6 - Ganho em Tempo Total de Processamen 
to. 
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Figura 7 - Redução de Custo Computacional Total. 

Dos resultados apresentados nestas Figuras ob­
serva-se que o código BL(l28) apresentou um ga­
nho em tempo total de processamento máxi mo de 
2.70 e uma correspondente redução do custo com­
putacional de 0 .25 enquanto o código NAT ob teve 
r espec tivamente 2.44 e 0 . 38 . Desta forma veri­
fica- se que o código NAT obteve um ganho,mãximo 
aproxim~damente 20% inferior e uma r edução de 
custo maxima 30% superior ao código BL (128). 
Quanto ao ganho em tempo de processamento para 
somente o Método GCP, os resultados obtidos en­
contram- se na Figura 8 . 

Pode-se observar que o código BL(l28) apresen -
tou ~m.desempenho significativamente superior 
ao cod~go NAT, obtendo um ganho máximo de 4 . 54 . 
Estes resultados evidenciam a eficiência compu­
tacional do esquema de solução adotado . 

S. CONCLUSÕES 

Este trabalho apresentou uma estratégia de im -
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Figura 8 - Ganho em Tempo de Processamento para 
o Método GCP. 

plementação do Método dos Gradientes Conjugados 
Precondicionado (GCP) para a solução iterativa 
de sistemas de equações do MEF, através do es -
quema elemento-por- elemento, valendo-se das fa­
cilidades para processamento vetorial disponí -
veis na arquitetura do computador IBM 3090. A­
través da utilização de um algoritmo de colora­
ção para reordenar os elementos finitos em blo­
cos disjuntos, conseguiu-se vetorizar completa­
mente o método GCP. Os resultados numéricos ob­
tidos evidenciam a eficiência computacional da 
estratégia adotada, que resultou numa redução 
em tempo total de processamento máximo em torno 
de 2 . 7 e de 25% no custo computaciona l em rela­
ção ao código escalar. Cabe observar que o algo 
ritmo de coloração empregado representou em m~ 
dia 7% do tempo total de processamento e que es 
te algoritmo pode ser utilizado como um pré-pro 
cessador, uma vez que depende exclusivamente dã 
topologia da malha de elmentos finitos adotada . 
Por fim, cabe ressaltar que nenhum esforço foi 
efetuado no sentido da vetorização do algoritmo 
para o cálculo das matrizes de elemento. Entre­
tanto, a inclusão destes algoritmos, como por e 
xemplo o descrito em 1131, é imediata e deve re 
presentar um fator a mais para se obter um me~ 
lhor desempenho computacional. 

Este trabalho foi realizado sob o Convênio de 
Cooperação em Engenharia Offshore entre a PETRO 
BRÁS S .A. e a COPPE/UFRJ . A presente pesquisa 
faz parte do estudo e implementação de Técnicas 
Computacionais Avançadas para a anál ise de fun­
dações de plataformas marítimas, desenvolvidono 
Setor de Desenvolvimento e Métodos do Centro de 
Pesquisas da Petrobrás(SEDEM/DIPREX/CENPES) 1141 . 
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