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1. SumArio 
Este artigo apresenta um estudo para a s i ntese de 

processadores pipelined-paralelos dedicados a algoritmos de fluxo 
invarié.vel com eficiência máxima. Jncluimos uma aplicação para o 
projeto de um módulo "butterfly" para FFT (Fast Fourier 
Transform) com elementos detprocessamento com taxas de execução 
diferentes. 

2. I ntrodução 
Este trabalho apresenta as condições necessé.rias para que um 

processador "pipelined"- paralelo dedicado a execução de um 
algoritmo de fluxo invariàvel (de um algoritmo que não inclua 
tomadas de decisão) tenha eficiência màxima, ou seja, que seus 
e l eme ntos de processamento não permanecem periodos de tempo 
desocupados. Embora a referência (1] t e nha trabalhado este 
problema, as hipótese assumidas fora~ muito restritivas (como a 
suposição que os diversos elementos de processamento do s istema 
tenham tempos de execução iguais entre si ) e as verificações das 
condições obtidaa, incorretas, forf•m realizadas de muneira 
inconsistente. Além disto foram realizadas formalizações 
desnecessé.rias. Nosso trabalho buscou a determinação de 
condiç~~s mais gerais (permite- se t empos de execução dife rentes 
entre os elementos de processamento) para a obtençã o de 
processadores de máxima efici/Encia e a verificação destas 
condiçõoes de maneira consistente. 

3. Supos i ções 

Todo o desenvolvimento deste trabalho assume as seguintes 
hipóteses: 

i - Um algoritmo constitui-se de um número finito de 
operações e pode ser dividido em n-niveis. 

i i Um nivel 
operações 
i nstante. 

do algoritmo cons titui-se por todas as 
que podem iniciar suas execuções em um mesrno 

iii Uma implementação em h ardware de tal algoritmo consiste 
em· um processador pipelined- paralelo dedicado com n­
esté.gios correspondentes aos n-oiveis do algoritmo . 

iv Os elementos de hardware destinados ao processamento 
das operações do algoritmo, os operadore!l, atuam de 
forma continua durante cada execução do algoritmo e 
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possuem taxas de operação não necessariamente iguais . 
Permite-se operação em paralelo entre os operado res de 
um dado nivel, assim como a multiplexação de operadores 
(o numero de operadores em cada estágio deve ser maior 
ou. i~ual a um e menor ou igual ao numero de 'operações 
do nivel do algoritmo corre~pondente). 

v Assumimos operação continuada do proce~sador, ou seja, 
o numero de execuções do algoritmo tende ao infinito. 

4 . Condição para Màxima Eficiência 
A eficiência do proce~sador, quando o número de suas 

execuções tende ao infinito, é um s e e somente se para cada 
estágio i do processador (i=l,2, ... ,n), verificarmos: 

F t = T (1) 
i, j i, j 

p 
i,j 

para qualque r tipo j de operadores (soma, produto, etc . ) no 
estágio ( j=l, 2, ... , k ) e 

i 

F = numero de operações do tipo j no nivel i do algoritu~ . 
i,j 

p = número de operadores do tipo j no estàagio i do 
l;j 

processador . 

r = taxa de proc e s s a mento em operações por segundo - ops -
i,j 

dos operadores do tipo j no estágio i do processador. 

k = número de tipos de operações no nivel i. 
i 

T = um numero r e al qualquer (o ciclo basico do pipeline) . 

5. VerificacãQ 
A - Consideremos um processador pipelinea o mais geral 

possível de N operadores com res pec tivos tempos de exec ução Ti a 
cada exec ução do algo ritmo . A figur a 5 . 1 ilustra o diagrama d e 
tempo para M execuções d e um des tes processado)res. 
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' l 
I. 

Fig . 5. 1 

~ ... . 

Diagrama de tempo para M execuções de um 
processador pipelined geral. 

O tempo para M execucões do algoritmo pelo processador é te 
e Tmax é o tempo de execuçã o do operado r mais lento , ou seja: 

Tmax >= Ti para qualquer i=1,2, . .. ,N 

A eficiência (E) de tal processador pode ser descrita como: 

R a taxa real de execução 
E = ------- = ---------------------------- (2) 

Rmax taxa màAima de execução 

Podemos escrever : 

M N 
Ra -· 

te 
e 

N 
Rmax = E 

i=l 

1 

Ti 

Se Ta é o tempo entre o ir1ic io da execução do proc e s sado r 
até o inicio da ope ração do operad o r mais lento (com tempo de 
Tmax a cada exec ução do algori ' tmo) e Td é o tempo entre o fim da 
execução des te ope rador até o término das M exec uções do 
processador, pode mos expressar o tempo total de execução c omo : 

Deste modo: 

Lim E = 
M- ) CIO 

te = Ta + M Tmax + Td 

M N 

N 1 
(Ta + MTmax + Td) .E 

i=l Ti 
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( 3) 

N 

= -----------------
N 1 

Tmax E 
i =l Ti 

(4) 



Verifiquemos as d•Jas situações poss1veis para os tempos de 
execução Ti : 

i - Todos os tempos são iguais, ou seja: 

Ti = Tmax para qualquer i= 1,2, .. . ,N 

Para este caso a expresão para a eficiência do proce~sador 
(4) fica : 

Lim E 
M->oo 

N 
= -------------

Tmax N 

Tmax 

= 1 

11 - Existem K tempos menore!i que Tmax entre O!i N tetnpos Ti 
do processador . Denominando estes K tempos menores que Tm&x de 
Qj, ou seja : 

Qj = Ti < Tmnx para j = 1, 2, ... , K 

a expressão (4) fi ca: 

N 
Lim E = ---------------------------------------------
M->oo (N - K) + Tmax/Q1 + 1'max/Q2 + . . . + Tmax/QK 

Podemos escrever: 

S = Tmax/ Q1 + Tmax/Q2 + . . . + Tmax/QK > K 

ou 

S=K+x, X ) 0 

desde que : 

Qj < Tme.x qualquer j = 1, 2, ... ,K 

e 

Tm&x/ Qj > 1 qualquer j = 1,2, ... ,K 
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Desse modo 

N N 
Lim E = = - < 1 , desde que x > O 
M-oo N K + K + X N + X 

Pelos resultados obtidos em i e ii podemos concluir 
eficiência do processador serà um se e somente se todos os 
de execução Ti de seus operadores forem iguais entre si e 
a Tmax . 

que a 
tempos 
iguais 

B - Utilizando o r esultado obtido na seção A podemos, agora, 
distribuir as operações d<;1 cada nivel do algoritm•:> entr·e 
operadores que constit•lirão os n estágios do pipeline de modo que 
os tempos de execuçãr:> dos operadores em cada processamcmto sejam 
iguais entre si. E claro qu e o tempo de execução de cada estAg io · 
do pipeline, que denominaremos T, deve ser um móltiplo inteiro de 
t , o tempo de execução do operador mais lento , ou seja: 

max 

T = I t ond e I {1, 2, ... } 
max 

Deste modo, os demai s operadores de cada estAgio devem ser 
alocados de forma tal que : 

F t 
i, j i, j 

= I t = T 
p max 

i, j 

onde as variàveis possue m o mesmo significado descrito 
anteriormente. Essa condiçfio pode ser reescrita de duas outras 
manei ras: 

F 1 
i, j 

------ ------ = I t = T (5) 
p r max 
i, j i, j 

·ou 

F t 
i , j i, j 

------ = I (6) 
p t 
i,j max 
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S. Aplicações 
A relação (1) deve ser satisfeita para eficiência máxima , 

e depende do número de operadores de cada tipo em cada estágio e 
de suas correspondentes taxas de execução. Assim temos duas 
situações práticas: 

i -A part .. r d e um número pré-estabelecido de operadores de 
cada~tipo em cada estágio, podemos determinar as respectivas 
taxas de execução para eficiência igual a um. 

ii - A partir de operadores com taxa pré-estabelecidas, 
podemos buscar um determinado número de operadores de cada tipo. 
Este problema n em sempre tem solução para eficiência tJm, 
entretanto, podemos buscar a minimização da seguinte função de 
mérito Ft-1: 

n F t 

E i . j i,j 
------ -------

i:1 p I t 
i,j max 

FM : - - ---------------- - --- - 1 
n 

para qualquer i=l,2, ... ,n e qualquer j=l ,2 , . .. ,k 
. i 

~endo I um número inteiro qualquer . 

,..,, 

A seguir veremos um exemplo de aplicação ao projeto do 
butterfly tipo decimação no tempo (DIT) para FFT. 

Aplicação ao butterfly DIT 
Consideremos o algoritmo para o but.terfly DIT a seguir: 

Tr : a * c os + b * sin 
Ti : b * c os - a * sin 
a = c Tr 
b = d Ti 
c = c + Tr 
d = d + Ti 

Os quatro valores de entrada a, b, c e d devem ser 
processados , gerando novos a, b, c e d. Os valores cos e sin s ão 
as partes reais e imaginárias da função exponencial complexa . 

Temos cinco niveis no algoritmo e a distribuição 
das operações por nivel é: 

nivel 1 - 4 transfezenc1as de dados (entrada de a,b,c e d) 
nivel 2 - 4 produtos 
nivel 3 - 2 somas e 2 transferências de dados 
nivel 4 - 4 somas 
nivel 5-4 transferências de dados (salda de a,b,c e d) 
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de onde 
F 4 F = 4 
l,dt 2,x 

F 2 F = 2 
3,+ 3,x 

F = 4 F = 4 
4,+ 4 ,dt 

Consideramos, para este exemplo, as seguintes taxas de 
execução para os operadores , válidas para qualquer nive l : 

soma 

produto 

transferência 

-> r = 10 ops 
+ 

-> r = 40 ops 
X 

de dados - > r = 20 ops 
dt 

A aplicação da condição (5) nos dá : 

F 1 F 1 F 
l,dt 2,x 3,+ 

------- = ------ = - -----
p r p r p 

1,-dt dt 2,x X 3,+ 

F 1 F 1 
4,+ 5,dt 

= ------- =- -------- = T 
p r p r 

4, + + 5,dt dt 

ou s e ja : 

2 1 2 1 4 

= = = = 
p p p p p 
1,dt 2,x 3,+ 3,x 4 , + 

1 F 1 
3,x 

= ------ = 
r p r 
+ 3,x X 

2 
= ------ = T 

p 
5,dt 

a única solução é T=1, c om FM = O, com a seguinte 
distribuição : 

p = 2 p = 1 
1,dt 2,x 
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p = 2 p = 1 
3 ,+ 3,x 

p = 4 p = 2 
4,+ 5,dt 

e o diagrama de tempo para uma execução desta configuração do 
processador fica corno mostrado nf. figura 6 . 1. 

operadores 

dt I d t 
dt I dt 

.. 

7 . Conc lusões 

dt ldt I 
dt I dt I 

__ 1" 
_+_ 
+ 

... 
X I X 

X I X I X I X 

-. o o 

~- 1 - D1agrama d e tempo para uma 
do processador butter fly 
exemplo. 

tempo 

execttçiio 
DIT do 

Foi apresentado um resultado que permite a busca d a máxime. 
eficiênci a de um proc~ss -":l.dor pipeli.ntê>d-para l e lo dedicado para o 
proces~amento de u m aleot·itmo d e fluxo invariáve l e um fator de 
mérito a ser otimizado paru tanto . Estes resultados podem ser 
aplicados mesmo quando as taxas de execução d os operadore~ forem 
dife rentes . Em relaçio ao trab~lho da referência (1) podemos 
v;erificar q•Je as hipótes~s aq•Ji adotadas são me nos restritivas, 
nossos resultados apr~s~ntam-se propriamente normalizados e a 
verificação de nossa condição para n.áx ima eficiência foi efetuada 
de mane ira consistente. Foi ainda apresentado um exemplo de 
apli c ação no p r ojeto d~ •Jm módulo d e processamento destinado a 
efetuar o "'butterfly·· deeima.ção no tempo para o algoritmo da 
Transformada Rápida de l''ourie r ( FFT). 
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