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1. Sumério ;

Este artigo apresenta um estudo para a sintese de
processadores pipelined-paralelos dedicados a algoritmos de fluxo
invariaAvel com eficiéncia maxima. Incluimos uma aplicac@o para o
projeto de um mébdulo “butterfly” para FFT (Fast Fourier
Transform) com elementos de rprocessamento com taxas de execugéo
diferentes.

2. Introduggo

Este trabalho apresenta as condigdes necessdrias para que um
processador "pipelined”-paralelo dedicado a execugdo de um
algoritmo de fluxo invaridvel (de um algoritmo que n#o inclua
tomadas de decisdo) tenha eficiéncia maxima, ou seja, que seus
elementos de processamento ndo permanecem periodos de tempo
desocupados. Embora a referéncia [1] tenha trabalhado este
problema, as hipdtese assumidas foram muito restritivas (como a
suposigdo que os diversos elementos de processamento do sistema
tenham tempos de execugcdo iguais entre si) e as verificacdes das

condigdes obtidas, incorretas, Tforam realizadas de maneira
inconsistente. Além disto foram realizadas formalizagOes
desnecessarias. Nosso trabalho buscou a determinag@o de

condigdes mais gerais (permite-se tempos de execugfio diferentes
entre os elementos de processamento) para a obtengdo de
processadores de mAxima eficiéncia e a verificagdo destas
condigfoes de maneira consistente.

3. Suposigdes

Todo o desenvolvimento deste trabalho assume as seguintes
hipbteses:

i = Um algoritmo constitui-se de um numero finito de
operagdes e pode ser dividido em n-niveis.

ii - Um nivel do algoritmo constitui-se por todas as
operagdes que podem iniciar suas execugdes em um mesmo
instante.

iii - Uma implementagfo em hardware de tal algoritmo consiste

em um processador pipelined-paralelo dedicado com n-
estdgios correspondentes aos n-niveis do algoritmo.

iv - 0Os elementos de hardware destinados ao processamento
das operagdes do algoritmo, os operadores, atuam de
forma continua durante cada execugBo do algoritmo e
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possuem taxas de opera¢fo n8o necessariamente iguais.
Permite-se operagéio em paralelo entre os operadores de
um dado nivel, assim como a multiplexac®o de operadores
(o nimero de operadores em cada estAgio deve ser maior
ou, igual a um e menor ou igual ao nimero de ‘operagdes
do nivel do algoritmo correspondente).

v -~ Assumimos operag@o continuada do processador, ou seja,
o nimero de execugdes do algoritmo tende ao infinito.

4. Condig8o para MAxima Eficiéncia
A eficiéncia do processador, quando o numero de suas
execugdes tende ao infinito, & um se e somente se para cada

estédgio i do processador (i=1,2,...,n), verificarmos:
F b 3 (1)
i,Jd i,J
P
i, J

para qualquer tipo j de operadores (soma, produto, etc.) no
estagio (j=1,2,...,k ) e
i

F = nUmero de operagdes do tipo j no nivel i do algorituo.
i,
P = numero de operadores do tipo j no estiagio i do
- 8
processador.
r = taxa de processamento em operagdes por segundo - ops -
i, J

dos operadores do tipo j no estigio i do processador.

k = nimero de tipos de operagdes no nivel 1i.

T = um nbmero real qualquer (o ciclo basico do pipeline).

5. Verificac#o

A - Consideremos um processador pipelineu o mais gderal
possivel de N operadores com respectivos tempos de execugdo Ti a
cada execug#fio do algoritmo. A figura 5.1 ilustra o diagrama de

tempo para M execuedes de um destes processadores.
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Fig. 5.1 - Diagrama de tempo para M execugles de um

processador pipelined geral.

0 tempo para M execucdes do algoritmo pelo processador & te
e Tmax & o tempo de execugfo do operador mais lento, ou seja:

Tmax >= Ti para qualquer i=1,2,...,N
A eficiéncia (E) de tal processador pode ser descrita como:

Ra taxa real de execugdo
E=z - S e e e —————— (2)
Rmax taxa maxima de execugdo

Podemos escrever:

Se Ta ¢ o tempo entre o inicio da execugdo do processador
até o inicio da operagdn do operador mais lento (com tempo de
Tmax a cada execug¢do do algori‘tmo) e Td & o tempo entre o fim da
execugdio deste operador até o término das M execuedes do
processador, podemos expressar o tempo total de execugfio como:

te = Ta + M Tmax + Td (3)
Deste modo:
M N N
Lim | R e BB o o e e o
M->co N 1 N 1
(Ta + MTmax + Td) z ————— Tmax E P
i=1 Ti i=1 Ti
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Verifiquemos as duas situa¢des possiveis para os tempos de
execugdio Ti:

i - Todos os tempos s&8o iguais, ou seja:

Ti = Tmax para qualquer i = 1,2,...,N

Para este caso a expresfio para a eficiéncia do processador
(4) fica:

N
Lim E = —---emme—eeee =1
M->eo0 Tmax N
Tmax
ii - Existem K tempos menores que Tmax entre os N tempos Ti
do processador. Denominando estes K tempos menores que Tmax de
Qj, ou seja:
Qj = Ti < Tmax para J =1,2,...,K
a expressfo (4) fica:
N
Lim E = s—remmememm e e e e e e e e et v e
M->00 (N - K) + Tmax/Q1 + Tmax/Q2 + ... + Tmax/QK
Podemos escrever:
S = Tmax/Ql + Tmax/Q2 + ... + Tmax/QK > K
ou
S=K +x, x>0
desde que:
Qj < Tmax qualquer j =1,2,...,K
e
Tmax/Qj > 1 qualquer Jj =1,2,...,K



Desse modo

N N
Lim E = bt = ~- - < 1 , desde que x > O
M > N K+ K + x N + x

Pelos resultados obtidos em i e ii podemos concluir que a
eficiéncia do processador serd um se & somente se todos os tempos
de execugdio Ti de seus operadores forem iguais entre si e iguais
a Tmax.

B - Utilizando o resultado obtido na segcsio A podemos, agora,
distribuir as operac@es de¢ cada nivel do algoritmo entre
operadores que constituir8o os n estégios do pipeline de modo que
os tempos de execugdn dos operadores em cada processamento sejam
iguais entre si. E claro que o tempo de execugdo de cada estagio’
do pipeline, que denominaremos T, deve ser um maltiplo inteiro de
t , 0 tempo de execug¢8o do operador mais lento, ou seja:

max

T=1¢t onde I {1,2,...}
max

Deste modo, os demais operadores de cada estAgio devem ser
alocados de forma tal que:

onde as variAveis possuem o0 mesmo significado descrito

anteriormente. Essa condic&éo pode ser reescrita de duas outras
maneiras:
F 1
i,J
------------ =It =q (5)
P 5 max
1,j 1,J
ou
F t
i,J i,J
------------ = 1 (6)
P t
i3 max
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6. Aplicag¢des

A relagBo (1) deve ser satisfeita para eficiéncia méxima,
e depende do namero de operadores de cada tipo em cada estagio e
de suas correspondentes taxas de execugdo. Assim temos duas
situagdes préaticas:

i - A part'r de um nimero pré-estabelecido de operadores de
cada »tipo em cada estAgio, podemos determinar as respectivas
taxas de execuc@o para eficiéncia igual a um.

ii - A partir de operadores com taxa pré-estabelecidas,
podemos buscar um determinado nimero de operadores de cada tipo.
Este problema nem sempre tem solugBo para eficiénecia Am,
entretanto, podemos buscar a minimizag8o da seguinte fung¢8o de
mérito FM:

n F t
Z. i, J i, J
i=1 P It
1,0 max
FM = | e = % s
h
para qualquer i=1,2,...,n e qualquer j=1,2,...,k

sendo I um mimero inteiro qualquer.

A seguir veremos um exemplo de aplicagBo ao projeto do
butterfly tipo decimagdo no tempo (DIT) para FFT.

Aplicag¢8io ao butterfly DIT
Consideremos o algoritmo para o butterfly DIT a seguir:

Tr = a ¥ cos + b % sin
Ti = b ¥ cos = a ¥ sin
a=c¢-"Tr
b=d = Ta
c=c+ Tr
d=d + Ti

Os quatro valores de entrada a, b, ¢ e d devem ser
processados, gerando novos a, b, ¢ e d. Os valores cos e sin s&o
as partes reais e imaginarias da fun¢fo exponencial complexa.

Temos cinco niveis no algoritmo e a distribuigfo
das operag¢des por nivel é&:

nivel 1 -~ 4 transferencias de dados (entrada de a,b,c e d)
nivel 2 - 4 produtos

nivel 3 - 2 somas e 2 transfer@ncias de dados

nivel 4 - 4 somas

nivel 5 - 4 transferéncias de dados (saida de a,b,c e d)
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de onde

F - 4 F - 4
1,dt 2,x

F 2 F = 2
3,+ 33 %

F = 4 F = 4
4, + 4,dt

Consideramos, para este exemplo, as seguintes +taxas de
execugdo para os operadores, validas para qualquer nivel:

soma -> r = 10 ops
+ i

produto -=> r = 40 ops
X

transferéncia

de dados -> r = 20 ops
dt

A aplicag8o da condigd@o (5) nos déa:

F 1 F 3 F 1 F 1
1,dt 2,%x 3, 3,x
P r P r P r P r
1,dt dt 2% x 3,4+ + 3,x x
F 1 F 1
4, + 5,de
S emmm——— ——— S emmm—————— —— =
P r P r
4, + + 5,dt dt
ou seja:
2 1 2 1 4 2
————— T mmmma S mmmes T mmmeme T mem— =S mm———— = T
P P P P P P
1,dt 2% 3,+ 3% 4, + 5,dt
a \Ynica solugdo & T=1, com FM = 0, com a seguinte
distribuic@o:
P =2 p = 1
1,dt 2,x



e o diagrama de tempo para uma execugfio desta configurag@io do
processador fica como mostrado ne figura 6.1.

operadores

dr_|dt
dt |dt

HH

Tilils

dt | dt
dt | dt

tempo

Figura 6.1 - Diasgrama de tempo para uma execugio
do processador butterfly DIT do
exenplo.

7. Conclusdes

Foi apresentado um resultado que permite a busca da maxima
eficifneia de um processsador pipelined-paralelo dedicado para o
processamento de um algoritmo de fluxo invariaAvel e um fator de

mérito a ser otimizado para tanto. Estes resultados podem ser
aplicados mesmo quando as taxas de execugfio dos operadores forem
diferentes. Em relagio ao trabalho da referéncia [1] podemos

verificar que as hipdteses aqul adotadas s8o menos restritivas,
nossos resultados apresentam-se propriamente normalizados e a
verificagdo de nossa condigfo para maxima eficiéncia foi efetuada
de maneira consistente. Foi ainda apresentado um exemplo de
aplicagdo no projeto de um médulo de processamento destinado a
efetuar o “butterfly” decimasgio no tempo para o algoritmo da
Transformada RApida de Fourier (FFT).
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