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SUMARIO

Definigao dos requisitos necessarios ou mesmo desejaveis pa
ra um computador dedicado 3 Aritmética de Intervalo. Considera-se as
pectos relacionados a unidade aritmética e possibilidades de se ex

plorar uma arquitetura paralela.

1.7 INTRODUGAO

A invergao do computador decorreu em parte do desenvolvimen
to das maquinas de calcular. Com a evolugao das unidade aritméti-
cas, surgiram os computadores cientificos capazes de processar ni-
meros em ponto-flutuante.

Em relacao ao processamento numérico, os desenvolvimentos
subseqiientes permitiram a redugao do tempo de computagao. Explo-
rou-se os mecanismos de "pipeline", as possibilidades de unidades
aritméticas em paralelo e o multiprocessamento. Essa tendéncia per
siste nos dias atuais levando ao aparecimento de novas arquitetu-
ras e algoritmos paralelos.

Os problemas decorrentes da inexatidao da aritmética ponto-
flutuante se agravaram com o aumento da capacidade de processamen-
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to das maquinas e com a proliferagao dos sistemas de ponto flutuan
te. Mesmo a flexibilidade de certas unidades aritméticas pode vir
a ser uma desvantagem, nao sendo elas operadas de modo convenien-
te.

No caso especifico dos microcomputadores, onde a portabili-
dade do software & um fator importante, partiu-se para o estabele-
cimento de um sistema de ponto flutuante padrao. Nos demais casos,
as maquinas diferem entre si no-modo de realizar o arredondamento,
tratar o "overflow" e o “"underflow", representar os numeros etc...

Dentre os métodos para avaliagao do erro decorrente da uti-
lizacao da aritmética ponto flutuante, o mais usual se baseia na
suposta—invariincia do erro relativo. Esta propriedade nao sendo
satisfeita, os resultados podem ser desastrosos. Os métodos alter-
~nativos sao em geral bastante sofisticados e possuem uma complexi-
dade que cresce exponencialemnte com o grau de complexidade do pro
blema, restringindo suas aplicagoes a problemas simples.

Nesse contexto surgiu a aritmética de Intervalo como uma fer
ramenta de verificagao automatica do erro. Um intervalo consiste

num ‘conjunto limitado de numeros reais dados por:
A=1(AR] ={x:Asxs®&}

Um intervalo também pode ser visto como um novo tipo de nu-
mero representado porum par ordenado de reais que corresponde aos
seus pontos extremos: limite superior e inferior.

Nos métodos intervalares, os reais sao representados por in
tervalos definfdos de modo que os resultados exatos do processamen
to com nimeros em ponto flutuante estarao contidos pelos interva-
los que lThes representam. Estima-se o erro associado a um certo re

sultado a partir da largura do intervalo.
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As principais criticas a Aritmética de Intervalo decorre dos
seguintes problemas: resultados pessimistas e tempo de computagao.

Um resultado & considerado pessimista se a largura do inter
valo for muito grande. Esse problema pode ser contornado adotando:
se a aritmética de computagao cientifica desenvolvida pelo Kulisch
etalli. A idéia consiste em se equipar e computar com recursos que
permitam o controle e a validagao do processo computacional. A ob-
tengao de tais capacidades estando condicionada aos seguintes re-
quisitos:
1) Implementagao das operagoes basicas em ponto flutuante (soma,

subtragao, multiplicagao e divisao) com exatiddo maxima;
2) Implementagao do produto escalar de dois vetores com exatidao
maxima;
3) Implementagao das operagoes basicas no espago dos intervalos;
4) Uso de técnicas de correcdo residual.

0 aumento do tempo de computacdo deve-se a necessidade de
processar os dois limites do intervalo. 0 uso de uma arquitetura

paralela apresenta-se como uma solugao para esse problema.

2. IMPLEMENTAQAO DAS OPERAGOES BASICAS

A forma geral de um numero em ponto flutuante, usando-se a

representagdo sinal-magnitude, & dada por:

onde:
* ¢ {+,-} representa o sinal;
m - um numero fracionario chamado mantissa;
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e - um numero inteiro chamado expoente;

b - um numerc inteiro positivo chamado de base.

_AA represe.tagao unica dos numeros em ponto flutuante & ga-
rantida pela normalizagao da mantissa. Evita-se a representagao do
sinal do expoente usando-se expoente polarizado.

0 conjunto de todos os numeros em ponto flutuante represen-
taveis em um sistema S depende de &£, el,ez, e b; onde £ €& o

numero de bits da mantissa, el e e2 representam o menor emaior

expoente respectivamente e b €& a base adotada.

Definigdo 1 - Seja S wum sistema de ponto flutuante e * wuma das
operagoes em R com * e (+,-,x,/}. A correspondente operagao em

ponto flutuante denotada por [:] e dada por:

(PG) x ] ¥y = [J(x »y) para todo y,x €S
e para todo * e {+,-,x,/}

0 mapeamento [:]R + S & denominado de arredondamento.

6fferentes tipos de arreddndamenfo sao usados pelos computa
tores. Em particular, a Aritmética de Intervalo opera com arredon-
damento direcionado que pode ser feito pira cima ou para baixo.
0 primeiro tipo se aplica ao limite superior do intervalo e o se-
gundo tipo, ao limite inferior.

Usando-se esse arredondamento, os tratamentos do overflow e
e do underflow sao vistos como casos da operacao de arredondamento.
Por exemplo, se o limite superior do intervalo for um numero posi-
tivo e ocorrer um overflow, 0 mesmo sera aproximado para +=; se 0
overflow ocorrer no limite inferior, a aproximagao sera para 0
maior nimero de S.

As operagoes basicas sao entao, feitas sobre S* que & uma
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extensao de S de modo a 'ncluir +=, -» e zero Isto significa que
para a implementagao do arredondamento direcionado, a maquina deve ser
capaz de reconhecer e operar os padroes especiais de bits que repre-
sentam mais infinito e menos infinito.

Definigao 2 - Arredondamento direcionado monotdnico "para baixo":

vx := max {y € S*|y s x} para todo xeR.

Definicao 3 - Arredondamento direcionado monotonico "para cima":
f

Ax :=min {y ¢ S*{y - x t para todo xeR

0 arredondamento direcionado com exatidao maxima satisfaz

as seguintes propriedades:

"

Pl CIx

P2 x £y implica que [[x s [Jy

x para todo xe$S

P3- Ux s x e xsAx para todo xeR

A exatidao das operagdes basicas & maxima porque entre o re
sultado correto e o resultado aproximado nao existe nenhum nimero
pertencente a S*.

De acordo com PG, tem-se que x[x]y = [J(x * y); em C[KUL
81] s3ao representados teoremas que provam a possibilidade de setra
balhar com o resultado aproximado x * y de modo a assegurar a se

guinte igualdade

[CJ(x * y) = [J(x * y).

Em termos de hardware, isso significa que a unidade aritmé-
tica deve operar internamente com um nimero de bit maior que o usa
do para representar o dado de modo a assegurar que o valor arredon
dado seja igual aquele que seria obtido aplicando-se a fungao de
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arredondamento ao resultado de uma operagado exata

0 padrao IEEE para sistemas de ponto flutuante usa 3 bits
suplementares para fazer o arredondamento. 0 terceiro bit, chamado
de "stick" & proprio do drredondamento direcionado [STE 811].

Nas operagoes de adigao e subtragao, os expoentes devem es-
tar alinhados e para isso pode haver necessidade de se realizar
uma operagido de deslocamento relativo entre mantissa. Usando-se um
acumulador com menos de (ez-el+£) bits, o deslocamento pode impli
car em perdas de bits significativas da mantissa do menor operan-
do.

A fungdo do bit de "stick" @ a de registrar a ocorréncia de
pelo meﬁos um bit diferente de zero entre aqueles perdidos. Se a
operagao for exata, esse bit sera zero e nao havera necessidade da
operagao de arredondamento alterar o valor do acumulador. Desse mo

do 2 propriedade P1 & assegurada.

3. IMPLE_"MENTAQKO DO PRODUTO ESCALAR

0 fato das operagoes basicas serem implementadas com exati-
dao maxima nao assegura o melhor resultado na avaliagao de expres-
sao algébrica. 0 erro registrado em cada operag3ao pode se propagar
através dos calculos e se acumular além dos limites aceitaveis.

Por esse motivo, o padrao IEEE para numeros em ponto flutu-
ante estabelece um formato interno chamado real temporario com wum
numero de bit que representa a mantissa maior que aqueles usados
para representar o dado (formato precisao simples e dupla). Em[HOU
81), & dado um exemplo onde essa solugao nao & satisfatoria.

0 produto escalar pode ser visto como um caso especial de

avaliagdo de expressao. 0 destaque decorre de sua importidncia no
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calculo matrrcra Para implementa-io

.om exatidao maxima € neces

sario que se tenha os termos de produto com 2¢ bits e que o somatd

rio desses termos realizados de forma a assegurar que o erro este-

ja no Ultimo b1t da mantissa.

S0S:

i)

i)

iii)

0 algoritmo proposto em [BOH B3] envolve 0s segquintes pas-

Calcular o somatorio S dos termos de produto; As operagoes
de soma parcial sao feiEas em um acumulador de (4£+1) bit e o
resultado arredondado para 2L bits. 0 residuo associado a ca
da operagao de arredondamento de um resultado parcial & um nu-
mero em ponto flutuante com representagao em S* (desde que
nao se faga a exigéncia da normalizagao); e como tal sera ar-

mazenado para os calculos posteriores.

Calcular o somatorio dos residuos. Essa operagdo pode gerar

novos residuos.
Testar se o somatdorio dos residuos Sr altera o somatdorio S;
ou seja se

S #S 8@ Sr

onde ® denota a operacgao de soma seguida do arredondamento.
Em caso afirmativo, & feita a operagao S := S @ Sr e volta-
se ao passo(ii). 0 resultado negativo do teste fornece a con-

digao de parada para o algoritmo.

As propriedades importantes desse algoritmo sao: exatidao

maxima e a n3ao dependéncia do resultado em relagao a erdem dos -ope

randos. Ou seja, o resultado & unico e o melhor possivel.

Em [SIL 87) fo1 proposto uma modificagao desse algoritmo que

permite reduzir o acumulador mantendo-se as mesmas precisao e exa-
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tidao e sem implicar em um aumento do tempo de computagao
A ideia & que cada operagao de soma seja precedida pela re-
tirada do residuo. Para implementa-lo, a unidade aritmética deve

poder fazer uma mascara sobre os numeros em ponto flutuante.

4. IMPLEMENTAGAO DAS OPERAQOES BASICAS NO ESPAGO DOS INTERVALOS

As operagoes aritméticas no espago dos intervalos podem ser

definidas como:
A*B = [min(A«B,A+B,AB,A+B), max(AxB,A+B,A«B,A«E)]

onde * & [4;=,%,7)

0 uso do arredondamento direcionado garante qué o.resu1tado
exato de cada operacio estara contido pelo intervalo que lhe repre
seéta. A implementagao das operagoes basicas em S* com exatiddo
maxima, barante que o intervalo resultante sera o menor possivel.

0 tempo de computagao das operagoes aritméticas no espago
dos intervalos pode ser reduzido explorando-se a estrutura de ve-
tor apresentado pelo intervalo. Além disso, € interessante que se-
jam implementadas algumas operagoes auxiliares muito usadas nos mé
todos intervalares; quais sejam: Teste de inclus3ao de um real em
um intervalo, teste de inclusao de um intervalo noutro intervalo,

valor absoluto, unidao e intersecgao de intervalos.

5. USO DE TECNICAS RESIDUAIS

Trabalhando-se com matrizes de intervalos, o controle do er
ro torna-se bastante dificil e ate mesmo inviavel em alguns ca-
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sos de resolugao de sistemas lineares, inversao de matrizes, ava-
liag3ao de polinomios etc... Usandg-se a aritmética computacional
avangada @ possivel, mesmo nesses casos, a validagao automatica do
resultado; isto &, a verificacao da existéncia e unidade da solu-
gdo obtida pelo computador. Em probiemas extremamente mal-condicio
nados, o usuario poderia ser notificado.

A idéia basica do método de validagao @ que a partir de uma
aproximagao inicial do resultaflo, obtido por um método convencio-
nal qualquer, pode-se gerar um processo iterativo de refinamento
da solugao tendo como fator de realimentagao o erro ou residuo co-

metido no passo anterior.

6. CONCLUSAO

Em relagao é Unidade Aritmética, foram examinadas duas solu
goes: uso de um co-processador baseado no padrdo IEEE para numeros
em ponto flutuante e o projeto de uma unidade aritmética especifi-
ca.

A primeira solugao permitiria a implementagdao das operagdes
basicas com exatidao otima e simplificaria consideravelmente o cir
cuito. A dificuldade quanto ao seu uso, estaria relacionada a pre-
cisao da operagao de produto escalar.

0 maior formato para representar um nUmero em ponto flutuan
te, nesse padrao, tem uma mantissa com 53 bit. 0 algoritmo propos-
to por [BOL 83) precisa de (4£+1)bit, entao a precisao de cada da-
do cairia para 13 bit o que certamente seria insuficiente. A vari-
ante do algoritmo proposto em [SIL 871, trabalhando com apenas
(22+1) bit, viabilizaria o uso de dados com precisao simples
(£=23 bit). A dificuldade, nesse caso, esta na realizagao das mas-
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caras para se extrair os residuos. 0 co-processador 8087 por exem-
plo, n3o possui instrugdo que realize operagOes logicas sobre nume
ros em ponto .flu*tuante.

No que diz respeito ao paralelismo, a estrutura de vetor do
intervalo e a conveniencia de se implementar uma biblioteca com as
operagoes basicas nos espagos dos vetores e das matrizes, induz a
uma arquitetura SIMD. Com isso, a eficiencia dos algoritmos rela-
cionados com as técnicas residuais, aumentaria muito.

0 detalhamento dessa arquitetura passaria pela definigao do
nimero de unidades aritméticas e pela obtencdo da versao paralela

para os algoritmos envolvidos na especificagao da linguagem.
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