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SUMÁRIO 

Definição dos requisitos necessãrios ou mesmo desejãveis p~ 

ra um computador dedicado ã Aritmética de Intervalo. Considera-se as 

pectos relacionados a unidade aritmética e possibilidades de se ex 

plorar uma arquitetura paralela. 

1 . . INTRODUÇÃO 

A inve~ção do computador dec orreu ·em parte do des envolv imen 

to das mãquinas de calcular. Com a evo lu ção das unidade aritméti

cas, surgiram os computadores cientificas capazes de processar nu

meros em ponto-flutuante. 

Em relação ao processamento numérico, os desenvolvimentos 

subseqüentes permitiram a redução do tempo de computação. Explo

rou-se os mecanismos de "pipeline", as possibi lidades de unidades 

aritméticas em paralelo e o multiprocessamento. Essa tendência pe! 

siste nos dias atuais levando ao aparecimento de novas arquitetu

ras e algoritmos paralelos. 

Os problemas decorrentes da inexatidão da aritmética ponto

flutuante se agravaram com o aumento da capacidade de processamen -
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to das mãquinas e com a proliferação dos sistemas de ponto flutua~ 

te. Mesmo a flexibilidade de certas unidades aritméticas pode vir 

a ser uma de~vantagem, não sendo elas operadas de modo convenien

te. 

No caso especifico do s microcomputadores, onde a portabili

dade do software e um fator importante, partiu-se para o estabele

cimento de um sistema de ponto flutuante padrão . Nos demais casos, 

as mãquinas diferem entre si no modo de realizar o arredondamento, 

tratar o "overflow" e o "urtderflow", representar os nijmeros etc .. . 

Dentre os métodos para avaliação do erro decorrente da uti

lização da aritmética ponto flutuante, o mais usual se baseia na 

suposta invariância do erro relativo. Esta propriedade não sendo 

satisfeita, os resultados podem ·ser desastrosos. Os métodos alter

nativos são em geral bastante sofisticados e possuem uma complexi

dade que cresce e xponencialemnte com o grau de complexidade do pr~ 

blema, restringindo suas aplicações a problemas simples. 

N.esse contexto surgiu a aritmética de Intervalo como uma fer 

ramenta de verificação automãtica do erro. Um intervalo 

num ·conjunto limitado de nGmeros reais dados por: 

A = [~.~] = {x : A s x s ~} 

consiste 

Um intervalo tamb ém pode ser visto como um novo tipo de nu

mero representado porum par ordenado de reais que corresponde aos 

seus pontos extremos : lim ite s uperior e inferior. 

Nos métodos intervalares, os reai s são representados por in 

tervalos definidos de modo que os resultados exatos do processame~ 

to com nGmeros em ponto flutuante estarão contidos pelos interva

los que lhes representam. Estima-se o erro associado a um certo re 

sultado a partir da largura do interval o. 
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As principais crit1cas ã Aritmética de Intervalo decorre dos 

seguintes problemas: resultados pe ssimistas e tempo de computação . 

Um re~ultado e considerado pess imista se a largura do inte! 

valo for muito grande . Esse problema pode se r contornado adotando~ 

se a aritmética de computação cientifi ca desenvolvida pelo Kulisch 

etalli. A idéia consiste em se equipar e computar com recursos que 

permitam o controle e a validação do processo computacional . A ob

tenção de tais capacidades estando condicionada aos seguintes ré

quisitos: 

1) Impl eme ntação das operações bási ca s em ponto flutuante (soma, 

subtração, multipli cação e divi são) com exatidão má xima; 

2) Impl ementação do produto escalar de dois vetores com 

máxima; 

exatidão 

3} Implementação da s operações básica s no espaço dos inte rvalos; 

4).Uso de técnicas de correção residual . 

O aumento do tempo de computação deve -se a necessidade de 

processar os dois limites do interval o. O uso de uma arquitetura 

paralela apresenta-se como uma solução para esse problema. 

2. IMPLEMENTAÇÃO DAS OPERAÇ0ES BASlCAS 

A forma geral de um número em ponto flutuante, usando -se a 

repres entação sinal-magnitude, é dad a por: 

onde: 

* E {+,-} representa o sina l; 

m- um numero fracionário chamado mantissa; 
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e - um numero inteiro chamado expoente; 

b - um nümero inteiro positivo chamado de base . 

A repr"ese •. tação única dos números em ponto flutuante e ga-

rantida pela normalização da mantissa . Evita-se a representação do 

sinal do expoente usando-se expoente polarizado. 

O conjunto de todos os números em ponto flutuante represen-

tãveis em um sistema s depende de .e., e ,e , e 
I 2 

b; onde .e. o 

numero de bits da mantissa, e e e 
I 2 

representam o menor e maior 

expoente respectivamente e b é a base adotada. 

Definição 1 - Seja S um sistema de ponto flutuante e * uma das 

operações em R com * c (+,-,x,/}. A correspondente operação em 

ponto flutuante denotada por GJ ê dada por : 

( PG) x G y = 0(x * y) para todo y,x c S 

e para todo *c (+,-,x,/} 

o mapeamento OR ... s e denominado de arredondamento . 

Diferentes tipos de arredondamento são usados pelos comput~ 

tores . Em particular, a Aritmética de Intervalo opera com arredon

damento direcionado que pode ser feito r1ra cima ou para baixo. 

O primeiro tipo se apli ca ao limite superior do intervalo e o se-

g~ndo tipo, ao limite inferior. 

Usando-se esse arredondamento, os tratamentos do overflow e 

e do underflow são vistos como casos da operação de arredondamento. 

Por exemplo, se o limite superior do intervalo for um numero posi

tivo e ocorrer ·um overflo~. o mesmo serã aproximado para +m; se o 

overflow ocorrer no limit e inferior, a aproximação serã par a o 

maior numero de S. 

As operações bãsicas sao então, feitas sobre S* que ê uma 
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extensão de ~ de modo d , nclu1r +~ . - ~ e zero Isto s1gn1fica que 

para a implementaçao do arredondamento d1rec1onado, a mãqu i na deve ser 

capaz de reconhecer e operar os padrõe s especiais de bits que repre-

sentam mais infinito e men os infinito . 

Definição 2 - Arredondamento direcionado monotõnico "para baixo": 

vx := max {y E S* jy s x} para todo xER. 

Definição 3- Arredond amento direc ionado monotõnico "para cima": 
r 

óx := min {y E S* ly : x 1 para todo xc R 

O arredondamento direcionado com exatidão mãxima satisfaz 

as seguintes propriedades: 

Pl O x = x para todo xcS 

P2 x s y implica que Ox s. OY 

Vx s x e x sóx para t odo xcR 

A exatidão das ope ra ções bã s ica s é mã xima porque entre o r! 

sultado co rreto e o res ultado apro ximado não ex iste nenhum numero 

pertencente a S*. 

De acordo com PG . tem-se qu e x [I]y = O ( x * y); em ( KUL 

81] são r ep r esentados teoremas que provam a poss i bi li da de de s e tra 

balhar com o result ado ap r ox imado x * y de modo a assegurar a se 

guinte igualdade 

O<x:;; y) = O<x * y) . 

Em termos de hardware, isso s ignifica que a unidade aritmé

tica deve operar internamente com um numero de bi t maior que o us~ 

do para repres enta r o dado de mod o a asseg urar que o valor arredon 

dado se ja i gual ãqu e l e que se ria obtido aplicando-se a função de 
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arredondamento ao resultado de uma operação exata . 

O padrão IEEE para sistemas de ponto flutuante usa 3 b1ts 

suplementares para fazer o arredondame nto. O terceiro bit, chamado 

de usticku ~ proprio do ~rredondamento direcionado CS TE 81 J . 

Nas operações de adição e subtração, os expoentes devem es-

tar alinhados e para isso pode haver necessidade de se realizar 

uma operação de deslocamento relativo entre mantissa. Usando- se um 

acumulador com menos de (e -e +i) bits, o deslocamento pode impli 
2 1 -

car em perdas de bits sign'ificativas da mantissa do menor operan-

do . 

A função do bit de ustick" ~ a de registrar a ocorr~ncia de 

pelo menos um bit diferente de zero entre aqueles perdidos. Se a 

operação for exata, esse bit serã zero e não haverã necessidade da 

operação de arredondamento alterar o valor d~ acumulador. Desse mo 

do 3 propriedade Pl ~ assegurada. 

3. IMPL~MENTAÇÃO DO PRODUTO ESCALAR 

O fato das operações bãsicas serem implementadas com exati

dão mãxima não assegura o melhor resultado na avaliação de expres

são alg~brica. O erro registrado em cada operação pode se propagar 

atrav~s dos cãlculos e se acumular al~m dos limites aceitiveis. 

Por esse motivo, o padrão IEEE para nümeros em ponto flutu

ante estabelece um formato interno chamado real temporário com um 

numero de bit que representa a mantissa maior que aqueles usados 

para represent~r o dado (formato precisão simples e dupla). Em[HOU 

81], ~ dado um exemplo onde essa solução não~ satisfatória . 

O produto escalar pode ser visto como um caso especial de 

avaliação de expressão. O destaque decorre de sua importância no 
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c ãlc~l o matr •( ta Para tmp l ementã - lo ~ om exat,dão maxtma é neces 

sãrio que s e tenha os termo s de produt o LOm 2f btts e que o somat~ 

rio des ses t ermo~ rea ltz ado s de forma a asseg urar que o erro este-

ja no ultimo btt da mantissa . 

O algoritmo proposto em [ BOH 83) envolve os segu i ntes pas-

sos: 

i) Calcular o somatório S dos termos de produto; As operações 

de soma parcial são feitas em um acumulador de (41 +1) bit e o , 
resultado arredondado para 21 bits. O residuo associado a ca 

da operação de arredondamento de um resultado parcial e um nu

mero em ponto flutuante com representação em S* (desde que 

não se faça a exigência da normalização); e como tal serã ar

mazenado para os cãlculos posteriores. 

ii) Calcular o somatório dos residuos. Essa operação pode 

novos residuos . 

gerar 

iii) Te~tar se o somatório dos residuos Sr altera o somatório S; 

ou seja se 

S ; S t Sr 

onde i denota a operação de soma seguida do arredondamento. 

Em caso afirmativo, e feita a operação S :=SI Sr e volta

se ao passo(ii). O resultado negativo do teste fornece a con

dição de parada para o algoritmo . 

As propriedades importantes de sse algoritmo sao : ex~tidão 

mãxi~a e a não dependênc ia do resultado em relação a erdem dos ·OP! 

rando s. Ou seja, o resultado e único e o melhor possivel . 

Em [SIL 871 fot proposto uma modificação desse algoritmo que 

permite r eduzir o acumulador mantendo-se as mesmas precisão e exa-
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tidão e sem implicar em um aumento do tempo de computação 

A idêia ê que cada operação de soma seja precedida pela re -

tirada do resíduo. Para i mp lementá-lo, a unidade aritmêtica deve 

poder fazer uma mãscara sobre os números em ponto flutu ante. 

4. IMPLEMENTAÇÃO DAS OPERAÇÕES BASICAS NO ESPAÇO DOS INTERVA LOS 

As operações aritmêticas no espaço dos intervalos podem ser 

definidas como: 

onde * C {+,-,x,/} 

O uso do arredond ame nto direcio na do garante que o resultado 

exato de cada operaç~o estarã contido pelo intervalo que lhe repr! 

senta. A implementação das operações básicas em S* com exatidão 

mãxima, garante que o interval o resultante serão menor possível. 

O tempo de computação das operações aritméticas no espaço 

dos intervalos pode ser red uzido explorando-se a estrutura de ve

tor apresentado pelo intervalo. Alêm disso, ê interes sante que se

jam implementada s algumas operações auxiliares muito usadas nos me 

tbdos intervalares; quai s sejam: Teste de inclusão de um real em 

um intervalo, teste de in clu são de um inter valo noutro intervalo, 

valor absoluto, uni ão e intersecção de intervalos. 

5. USO DE TtCNICAS RESIDUAIS 

Trabalhando-se com matrizes de intervalos, o controle do er 

ro torna-se bastante difí ci l e ate mesmo inviãvel 
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sos de resolução de sistemas lineares, inversão de matrizes, ava

liação de polinômios etc ... Usando-se a aritmética computacional 

avançada e pnssivel, mesmo nesses casos, a validação automãtica do 

resultado; isto e, a verificação da exis tência e unidade da solu~ 

ção obtida pelo computador. Em problemas extremamente mal-condicio 

nados, o usuãrio poderia ser notificado . 

A ideia bãsica do metodo de validação e que a partir de uma 

aproximação inicial do resulta6o, obtido por um metodo convencio

nal qualquer, pode-se gerar um processo iterativo de refinamento 

da solução tendo coMo fator de realimentação o erro ou resíduo co

metido no passo anterior. 

6. CONCLUSÃO 

Em relação ã Unidade Aritmética, foram examinadas duas solu 

ções: uso de um co-processador baseado no padrão IEEE para números 

em ponto flutuante e o projeto de uma unidade aritmética especifi

ca. 

A primeira solução permitiria a implementação das operações 

bâsicas com exatidão ótima e simplificaria considerãvelmente o ci! 

cuito . A dificuldade quanto ao seu uso, estaria relacionada a pre

cisão da operação de produto escalar. 

O maior format o para representar um número em ponto flutuao 

te, nesse padrão, tem uma mantissa com 53 bit. O algoritmo propos

to por [BOL 83] precisa de {4!+1}bit, então a precisão de cada da

do cairia para 13 bit o que certamente seria insuficiente. A vari-

inte do algoritmo proposto em [SIL 87) , trabalhando com apenas 

{2!+1) bit, viabili za ria o uso de dados com precisão simples 

{!=23 bit) . A difi culdade, nesse caso , estã na realização das mãs-

313 



caras para se extrair os residuos . O co-processador 8087 por exem

plo, não possui instrução que realize operações lõgicas sobre nume 

ros em ponto .flu+-uante . 

No que diz respeito ao paralelismo, a estrutura de vetor do 

intervalo e a conveniência de se implementar uma biblioteca com as 

operações bãsicas nos espaços dos vetores e das matrizes, induz a 

uma arquitetura SIMD. Com i sso, a eficiência dos algoritmos rela

cionados com as técnicas residuais, aumentaria muito. 

O detalhamento des s~ arquitetura passaria pela definição do 

número de unidades aritméti cas e pela obtenção da versão paralela 

para os algoritmos envolvidos na especificação da linguagem. 
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