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Sumirio

Este trabalho descreve uma aplicagao de processamento distribufdo & aproxi-
magao da solugio de problemas N P-completos em Otimizagdo Combinatéria. O
método basico utilizado é conhecido como “Simulated Annealing”, e consiste em
uma busca estocdstica inspirada nos principios da Fisica Estatistica.

Para uma vasta classe de problemas, o método pode ser paralelizado, per-
mitindo que a busca possa se realizar sobre umn conjunto relativamente grande
de varidveis simultaneamente. Este trabalho descreve uma il.nplcmenta(;éo dis-
tribuida do método através da associagio de um processador dedicado a cada
uma das varidveis do problema. Entre os problemas passiveis de baralclizaqio,_
encontra-se o problema de encontrar-se uma cobertura de vértices de tamanho
mfnimo em um grafo.

A implementagio proposta apresenta um grau de concorréncia que depende

da forma como as diversas variiveis do problemna se interrelacionam.

1. Introducgao
Um problema tipico em Otimizagdo Combinatdria pode ser expresso da seguinte forma.
Seja X = {Xi,..., Xa} um conjunto de varidveis tomando valores de um conjunto comum
D, e F'S um conjunto de pontos vidveis em D". O problema é encontrar um minimo global
de uma fungio f da forma
f:D" =R

t Pesquisa para este trabalho foi realizada com o apoio da CAPES, bolsa nimero 3638/81-
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no conjunto vidvel F'S. Em outras palavras, deseja-se encontrar um ponto z* € F'S tal que
f(z*) £ f(z) para todo z € FS.

O problema de encontrar um minimo global de f em FS e tipicamente dificil, especial-
mente se [ nao possui nenhuma caracteristice simplificadora, como por exemplo convexi-
dade. A razdo para essa dificuldade é que a maioria dos métodos iterativos para resolver
o problema terminam por estancar em minimos locais, muitas vezes significativamente dis-
tantes de um mfnimo global.

Além disso, grande parte dos problemas de maior interesse em Otimizagao Combi-
natéria sio NP-completos em suas formulagdes como problemas de decisio [10]. Com
relagdo a esses problemas, nio se conhece nenhum algoritmo que os resolva em um tempo .
de complexidade polinomial no tamanho da entrada. O mais grave é que bastaria que um
algoritmo polinomial fosse encontrado para resolver qualquer problema N P-completo, e
esse mesmo algoritmo representaria uma solu¢ao polinomial para todos os problemas N P-
completos [13]. Anos de pesquisa na drea nio produziram nenhum algoritmo com essa
caracteristica, e como conseqiéncia existe um sentimento generalizado de que problemas
NP-completos n3o podem ser resolvidos em tempo polinomial. Apesar de também nio
haver esperanga de se encontrar uma prova desse fato a curto prazo, tudo indica que uma
boa'ﬁtralégia ¢ buscar solugoes alternativas.

Houve no passado um grande esforgo no sentido de desenvolver procedimentos heurfs-
ticos para aproximar a solugio de vérios problemas N P-completos de relevancia em outras
dreas. Uma outra alternativa é explorada neste trabalho, consistindo essencialmente na
realizacdo de uma busca estocdstica em F'S, o conjunto de pontos vidveis.

As préximas segdes estio organizadas da seguinte forma. A versdo original (centra-
lizada) de “Simulated Annealing” é descrita na Segao 2. A Segdo 3 contém a descrigo
de uma classe de problemas aos quais a versio distribuida do método pode ser aplicada.
A implementagao distribuida é entio descrita na Segio 4. Exemplos sao fornecidos na
Segdo 5. As SecGes 6 e 7 tratam de problemas mais especificos gerados pela implementagao
distribuida. Estes sdo o escalonamento dos diversos processadores para operagao, e o pro-

cedimento para recuperar o resultado ao final da computagao. Conclusdes seguem na Segio
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2. “Simulated Annealing”

A aplicagio de uma técnica conhecida corho “Simulated Annealing” para aproximar a
solugdo ao problema de encontrar um mfnimo global de f em FS foi proposta recentemente
por Kirkpatrick et al. em [14]. Esse método origina de uma técnica semelhante usada
por Metropolis et al. [17] para simular o comportamento de sistemas fisicos complexos em
temperaturas fixas. O nome “Simulated Annealing” tem sua origem no procedimento de
laboratério conhecido pelos ffsicos como “annealing”, cujo objetivo é trazer um material a
seus estados mais baixos de energia, através de um processo lento de resfriamento a partir de
uma temperatura relativamente alta. Trata-se de um processo delicado, uma vez que existe
o risco de o processo estancar em estados indesejaveis de energia “localmente” minima, caso -
o processo de resfriamento nao seja suficientemente vagaroso.

Por analogia com o processo fisico, a proposta em [14] consiste essencialmente em
uma busca estocdstica sobre F'S, de forma a imitar o comportamento dos componentes
microscdpicos do material em resfriamento. A proposta ¢ executar “pulos” probabilisticos
entre os pontos de F'S, conseqdertemente permitindo pulos ocasionais em que o valor de [
cresce. Esses pulos devem ser controlados pela distribuicdao de Boltzmann, parametrizada
por.um parametro que decresce lentamente com o tempo, como a temperﬁtura no sisteina
fisico.

Uma descrigio mais detalhada do método é a seguinte. Seja z € F'S o ponto no qual
a simulagio se encontra em um determinado instante, e ' € F'S um ponto que pode ser
obtido a partir de z através de umma troca no valor de uma das varidveis em X. A simulagio
passa de z para z’ com probabilidade 1 se f(z') < f(z) — isto é, se o valor de f decresce -
— e com probabilidade

etU(=)-1(="),

caso contrdrio (um pulo em que o valor de f aumenta). T é o parimetro que deve imi-
tar o comportamento da temperatura — ser lentainente diminuido a partir de um valor
inicial alto. Pela descrigdo do método, vé-se intuitivamente que a granularidade da busca
estocdstica aumenta 3 medida que 7' decresce. Prova-se que, no limite em que T — 0,
a simulagdo se restringe a pontos em F'S nos quais f é globalmente minima. Essa prova
encontra-se atualinente em virias versoes, [11] sendo um exemplo.

O método tem sido extensivamente utilizado nas diversas dreas em que se encontram
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problemas de dificil tratamento. No caso particular de problemas de Otimizagio Combi-
natéria, vale a pena citar os experimentos déscritos em [1], nos quais alguns problemas
tipicos emn Otimizagdo Combinatéria foram utilizados para testar o método. As concluses
iniciais s3o que o método se comporta surpreendentemente bem para alguns problemas,

enquanto nao consegue superar as melhores heuristicas exislentes para outros.

3. Uma Classe de Problemas

O método “Simulated Annealing”, como apresentado na segao anterior, pode em muitos
casos ser paralelizado. Uma tentativa particularmente bem sucedida nesse sentido encontra-
se descrita em (7], onde o Problema do Caixeiro Viajante é abordado. A proposta em [7]
utiliza um hipercubo [19] para a obtengdo de paralelismo no método.

Neste trabalho, a busca por paralelismo em implementagdes de “Simulated Annealing”
toma uma diregdo diferente, no sentido em que a intengdo é caracterizar fungoes que se
prestem a um método de busca estocistica distribuida. Mais especificamente, pretende-se
investigar a possibilidade de associar a cada varidvel em X um processador, de forma que
cada procesador necessile comunicar-se com apenas um subcorjunto reduzido e bem deli-
mitado dos processadores restantes, e que em conjunto eles possam aproximar um mfnimo
glol;al de fem FS.

Para tanto, suponha que f pode ser escrita sob a forma

f(z) = 'Z_; v (z),

para todo z € D", onde gy (z) ndo é constante somente se Y nao é “muito grande”, e
depende apenas das coordenadas de z correspondentes a variiveis em Y. A aplicacao de
“Simulated Annealing” a fungdes como esta encontra-se descrita em [11].

Duas varidveis sao ditas vizinhas se amnbas pertencem a um subconjunto ¥ de X tal
que gy (z) nao é constante. A busca estocdstica toma a seguinte forma. Para 1 <i < n,

atribua valor z; & varidvel X; com probabilidade
8 (Xi =zl X5 = 24,5 #14),
onde x é a distribuigao de Boltzmann, aqui dada por

x(z) = %e‘ +i(z)
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para todo z € D™, Z sendo uma constante de normalizagao e T' o parimetro-temperatura

que temos considerado. Devido 3 forma de f, vé-se que
(X = zi|.x; = 25,5 #1) = n(X; = 7| X; = z;, X; vizinba de X;).

Conforme se nota, a decisdo sobre o valor de X; depende somente dos valores das varidveis
X; que sao vizinhas de X;.

Esse tipo de localidade existente nas decisdes sobre o valor das diversas varidveis du-
rante a simulagdo indica as seguintes linhas gerais para uma implementagio distribuida da
busca estocdstica. Associa-se um processador a cada varidvel; se duas varidveis sao vizi-
nhas, os processadores correspondentes sao conectados entre si por um canal bidirecional
de comunicagoes. Como conseqiiéncia da forma da fungdo f sendo otimizada, processadores
que nao sao conectados um ao outro podem operar concorrentemente sobre os valores das
varidveis respectivas. O que nao ¢ imediatamente claro, porém igualmente verdadeiro, é que
varidveis vizinhas nao podem ser atualizadas concorrentemente. Isso corresponderia a atua-
lizagao de uma varidvel com base em valores obsoletos de suas vizinhas. Como conseqiiéncia,
o sistema poderia se encontrar em um estado cuja probabilidade estaria em desacordo com
, a distribuigao em que a simulagio se baseia.

E importante observar que essa formulagio de “Simulated Annealing” é apropriada i
minimizagao de f sem restrigoes, isto ¢, & obtengao de um minimo de f sobre D", possivel-
mente invidvel. Todavia, é possivel garantir que todos os minimos globais de f encontram-se

em F'S através da incorporagio em | de fungdes de penalidade, ou técnicas similares [16].

4. Processamento Distribuido

A variagao de “Simulated Annealing” discutida no item anterior pode ser implemen-
tada distribuidamente através da associagdo de um processador a cada variivel em X.
Processadores sdo conectados entre si se as respeclivas varidveis sao vizinhas. Um grafo
nao-orientado G = (N, E) pode ser associado ao sistema, de forma que cada né em N
corresponde a um processador e cada arco em E a um canal de comunicagoes.

O procedimento executado por cada processador consiste em atualizar o valor de sua
varidvel com base nos valores das varidveis vizinhas. Pela forma como os processadores sio
interconectados, esses valores sio obtidos diretamente de processadores vizinhos.

Observe que sé hd ganho com essa paralelizagiao do método se o grafo G é esparso.

Serdo vistos na préxima segio alguns problemas tipicos em que esse ¢é o caso.
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A implementagao distribuida proposta acima gera dois problemas principais, descritos
e analisados em [2,9]. Sdo os seguintes:

1. Escalonamento ‘e processadores vizinhos para operagdo. Esse escalonamento
torna-se necessdrio face & restricio de que processadores vizinhos ndo podem ope-
rar concorrentemente. O método adotado é descrito na Segdo 6 abaixo, e baseia-se
em técnicas semelhantes empregadas anteriormente em [4,8]. Esse método, chamado
Escalonamento por Reversio de Arcos, exibe as duas caracteristicas extremamente de-
sejdveis de ser livre de “deadlock” e “starvation”, caracteristicas essas de fato essenciais
4 convergéncia da implementagio distribuida de “Simulated Annealing”.

2. Recuperacgao do minimo obtido durante a simulagao. “Simulated Anncaling” é
um método de busca estocistica, e portanto o minimo encontrado durante a simulagao
pode em principio ocorrer em qualquer ponto da simulagio, ndo necessariamente no
final. Junte-se a isso a agravante de que o minimo encontra-se distribuido no sistema,
uma vez que cada processador é responsivel pelo valor de uma das varidveis. Na Secdo
7, encontra-se descrita uma solugdo que busca o estado global do sistema [15,5] em
que o minimo ocorre. So empregadas técnicas de fluxo mdximo [18] em um grafo de
precedéncia. Devido ao método de escalonamento empregado (item 1 acima), e com o
aparecimento do recente algoritmo para fluxo maximo em [12], é possivel implemen-
tar a recuperagio do minimo de forma distribuida e concorrentemente com a prépria

simulagéo.

5. Problemas Adequados e Problemas Inadequado.

Um dos problemas N P-completos historicamente mais importantes é o problema de
decidir se um conjunto finito de cliusulas disjuntivas com no miximo trés literais por
cldusula pode ser satisfeito [6,10]. Formulado de forma mais precisa, considere o conjunto
X de n varidveis introduzido anteriormente. Neste caso, cada varidvel toma valores do
conjunto comum D = {TRUE, FALSE}. Sobre essas varidveis, r cldusulas A, ..., A, sao
definidas. Para1<j <r, A; é da forma

AJ' = L.'fx v L.f‘a v L.fa:

isto é, A; é a disjuncdo dos trés literais Lj,, L;, e L;,. Cada um desses literais é uma
varidvel X;, para algum 1 < ¢ < n, ou sua negagdo, ou o valor constante FALSE. A
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decisao a ser feita é se a formula
A] A A Ar

pode ser satisfeita, isto é, tornada T'RUFE por alguma associagio de valores is varidveis de

X. A seguinte formulagao segue o modelo introduzido anteriormente. Considere a fungio

f(z) ='Z;_av(r),

onde gy (z) =¢, 0 < c < r, para todo Y C X tal que ¢ das cldusulas 4,,..., A, dependem
exatamente das varidveis em Y e as mesmas ¢ cldusulas sdo verdadeiras em z. Vé-se
qne‘ ¢ cldusulas podem ser simultaneamente satisfeitas se e somente se existe um ponto
z € {TRUE,FALSE}" para o qual f(z) = u. Portanto, uma decisio pode ser tomada
encontrando-se um ponto z* no qual — f é minima, e verificando se f(z*) =r.

A formulagio como um problema de otimizagdo sem restrigbes nao causa problemas
peste caso, uma vez que F'S = D" Uina outra observagao é que o grafo G correspondente
ao sistema para otimizar f contém um subgrafo completo para cada uma das cldusulas
Ay, ..., Ar, podendo ser portanto relativamente esparso, uma vez que cada cliusula contém
no miximo trés literais.

Uma outra vasta classe de problemas N P-completos de interesse é constitufda por
problemas em grafos. Nos problemas aqui considerados, é dado um grafo G' = (N', EY)
tal que |[N'| = n, e com cada né em N’ ¢ associada uma varidvel de X, no caso tomando
valores em D = {0,1}. Observe que N’ coincide com N, o conjunto de nds do grafo G.

Um problema N P-completo tipico sobre G' é o problema de se encontrar uma cobertura
de vértices de tamanho minimo (“Minimum Vertex Cover Problem”). O problema consiste
em encontrar um subconjunto I C N' tal que (a) todo arco (i, ;) € E' possua pelo menos
um de seus nés adjacentes 1 e j como membros de I, e (b) nenhum outro subconjunto de
N’ para o qual a propriedade (a) vale tenha cardinalidade inferior a |I].

Para esse problema, considere a fungio f dada pela soma das seguintes fungoes:

(i) Paratodoi€ N':
gy (2) = Xy
(i) Para todo (i,j) € E":

ey =12 X=X, =0
961 =10, caso contrdrio.
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Pode-se notar que, em um minimo global de f sobre D", existe uma correspondéncia
biunfvoca entre varidveis com valor 1 e nds efn uma cobertura de vértices I de tamanho
minimo em G’. O valor de f nesse ponto 6timo é |I|.

Essa formulagao pode ser generalizada para aplicar-se a uma classe bem mais ampla de’
problemas N P-completos em grafos [2]. Uma analise mais detalhada é omitida aqui, mas
fica a observagio de que problemas como os de encontrar um subconjunto independente
méximo de N’, um subconjunto dominante minimo de N, etc., todos N P-completos [10],
enquadram-se nessa formulagio mais geral.

Duas observagoes devem ser feitas sobre a formulagao apresentada acima. A primeira
é que houve a necessidade de incluir uma penalidade em f (item (ii) da formulagdo), com
o objetivo de garantir a viabilidade de todos os minimos globais, uma vez que F'S # D"
(isto é, no caso, nem todo subconjunto de N’ é uma cobertura de vértices). FS ¢ no caso
dado por

FS={ze€ D" se Xi=X; =0, entio (i,7) ¢ E',i,j € N'}.

A segunda observagao refere-se ao fato de que, no caso, G = G'. Isso significa, na
prética, que o problema pode scr resolvido em um sistema distribufdo representado pelo
proprio grafo G'. Visto sob outro dngulo, o problema de se determinar uma cobertura
minima de vértices num grafo G’ que representa um sistema distribufdo pode ser resolvido
no proprio sistema, sendo apenas necessdrio que informagio seja trocada entre vizinhos.
Esse fato nao é verdadeiro para todos os outros problemas aos quais a formulagio mais
genérica em [2] sc aplica. Porém, um requisito importante para uma implementagao eficiente
¢é que informagdo jamais tenha que ser roteada para nés em G' que se encontrem a uma
distancia superior a uma constante d > 0. Note que esses mesmos nés sio vizinhos em G,
que ¢ entdo um grafo mais denso que G'. Como exemplo de um problema para o qual esse
requisito ndo pode ser satisfeito, cita-se o problema de determinar o nimero cromatico de
G, x(G") [3], conforme discutido em [2].

6. Escalonamento por Reversio de Arcos

O método utilizado para escalonar nés de G para operagao € baseado na manipulagao
de orientagoes aciclicas de G [3]. Inicialmente, G ¢ orientado por uma orientagio aciclica,
w por exemplo. Segundo w, alguns nds sao diferenciados, no sentido em que todos os arcos
adjacentes a eles sao orientados em direcdo a eles. A esses nés dd-se o direito de operar
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inicialmente Quando um né termina de operar. atualizando o valor de sua varidvel, ele
reverte o sentido de todos os arcos adjacentes a ele ¢ transmite o novo valor de sua varidvel
a seus vizinhos.

Em um sistema sincrono de computagio distribuida, esse método de escalonamento,
chamado Reversio de Arcos, pode ser visto como a evolugao no tempo de orientagoes
aciclicas de G. A cada instante do tempo sincrono, um conjunto diferenciado de nés recebe
permissdo para operar. Note que a aciclicidade da orientagdo inicial garante a aciclicidade
de todas as orientagoes subseqiientes, e como conseqiiéncia o método é livre de “deadlock”
e “starvation”. Essas duas propriedades mantém-se, naturalmente, no caso mais realista de
um sistema distribuido assincrono.

Vale observar, finalmente, que Escalonamento por Reversio de Arcos exibe um grau
de concorréncia que depende intimamente da estrutura de G. Como discutido em [2], uma
medida de concorréncia para o método é dada por um niimero cujo inverso encontra-se entre
os niimeros cromético e multicromdtico de G [21]. E também provado [2] que o método
fornece o maior grau de concorréncia possivel entre os mecanismos que requerem que nds

em G operem alternadamente.

7. Determinando o Estado Global Otimo

A medida que a computagio distribuida para minimizar f progride, o seguinte grafo de
precedéncia H = (V, A) é conceitualmente gerado. H ¢é um grafo orientado no qual existe
um vértice para cada vez que cada n6é em G opera sobre sna variivel. Os arcos orientados
em A sao construidos da seguinte forma. Existe um arco orientado entre dois membros de
V se e somente se (a) cles representam agdes consecutivas do mesmo né em G, ou (b) um
deles representa uma agao que causou o envio de uma mensagem contendo o valor de uma
varidvel utilizado pela agao representada pelo outro.

Cada estado global do sistema distribufdo corresponde a um certo corte no grafo H.
Se cada arco em A for rotulado com um nimero real relativo s mudangas graduais que
[ sofre ao longo do processo, entao o estado global 6timo pode ser recuperado através de
técnicas de fluxo maximo (18] aplicadas a ligeiras variagoes de H, utilizando os rétulos dos
arcos como capacidades e/ou limites inferiores para o fluxo naqueles arcos [2].

O método de recuperagao do estado global 6timo, como descrito acima, é adequado
a uma implementagio centralizada, levando um tempo que é em princfpio O(|V[2). Como
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o tamanho de V' é dependente da duragio da simulagio, o cdlculo do fluxo miximo pode
ser bastante dispendioso. Felizmente, dois fatores contribuem para tornar o procedimento
mais eficiente. Enr primeiro lugar, como H é gerado segundo Escalonamento por Reversio
de Arcos, a complexidade da computagio do fluxo mdximo pode na verdade ser reduzida
para O(|V|n®) [2]. Em segundo lugar, o recente aparecimento do algoritmo distribuido para
fluxo mdximo em [12] permite que a computagao do fluxo méximo em H seja feita de forma
distribuida e superposta 4 prépria simulagio que gera H [2,9].

8. Conclusoes

Uma observagao interessante a se fazer é que o conjunto de varidveis X, quando visto
como um conjunto de varidveis aleatérias, é conhecido como um Campo Aleatério de Markov
(“Markov Random Field — MRF") com relagio ao grafo G, como conseqtiéncia da po-
sitividade de m sobre D", e da forma especial das probabilidades condicionais discutidas
anteriormente [20]. MRFs representam uma forma de generalizar a dependéncia Marko-
viana além do contexto usual de uma tnica dimensio. A versio distribuida de “Simulated
Annealing” apresentada neste trabalho pode ser utilizada como um mecanismo para pa-
ralelizar a atualizagdo de MRFs, contanto que T seja mantido constante.
) O traballio estd sendo estendido em virias diregoes, que incluem:

(a) uma avaliagio experimental das possibilidades do método;

(b) implementagao do método em uma mdquina paralela real, possivelmente cnvolvendo
questoes de distribuigio de carga, entre outras.
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