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SUMARIO

Este trabalho analisa a complexidade de uma implementacao do méto-
do de desenvolvimento de algoritmos Divisdo e Conguista numa arqui
tetura paralela com estrutura de arvore, comparando-a a complexida-
de de uma implementagdo seqliencial.

1. INTRODUGAO

Os sistemas multiprocessadores que vem recebendo muita
atengdo nos Gltimos anos s poderdo ser utilizados em toda sua po-
tencialidade quando se dispor de algoritmos paralelos eficazes
/PRE 82/.

Alguns métodos de desenvolvimento de algoritmos seqlien-
ciais ja foram bastante estudados e difundidos. Extensdes dos mes-—
mos para maquinas paralelas estao sendo desenvolvidas. Torna-se en
tao importante avaliar o ganho em eficiéncia resultante da utiliza
¢a3o de maquinas e algoritmos paralelos.

A Divis3o e Congquista & um dos métodos mais simples e de
maior utilizagdo em diversos problemas, tais como classificacgdo,
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busca bindria e multiplicagao de matrizes. Este trabalho analisa a
complexidade de algoritmos que utilizam a Divisdo e Conquista em
miaguinas paralelas com estrutura de arvore.

2. ALGORITMO PARALELO PARA A DIVISAO E CONQUISTA

A Divis3ao e Conguista pode ser definida brevemente como
segue: dada uma instancia de um problema, ela & decomposta em sub-
instdncias menores (que sdo resolvidas separadamente) cujas solu-
¢oes parciais sdo entdo combinadas para se obter a solugdo da ins-
tancia original. Se o tamanho das subinstdncias & relativamente gran
de, com solugdes ndo imediatas, o processo € aplicado novamente,
para se obter subinstincias ainda menores, até que se obtenham sub
instadncias t3o pequenas que possam ser resolvidas facilmente, de mo
do quase direto.

2.1 Maquina paralela com estrutura 15gica de arvore

Uma maquina paralela com estrutura de arvore consiste de
um conjunto de processadores (cada um com memdoria prépria) conecta
dos de maneira a formar uma arvore. Cada processador executa seu
programa independentemente e se comunica com outro processador atra
vés das linhas de comunicagdo.

A notagdo que sera usada a seguir para especificar comu-
nicag3o entre dois processadores foi criada por Hoare e utilizada
em /PET 81/, sendo sua sintaxe  descrita através de uma BNF.

<comando-de-entrada>::=<fonte>?<lista-de-varidveis>
<comando-de-saida>::=<destino>!<lista-de-expressoes>
<fonte> ::=<nome de processador>

<destino> ::=<nome de processador>

A comunicagdo entre dois processadores se efetua quando:
(a) o comando de entrada para um processador especifica como fonte
o nome do outro processador; (b) o comando de saida do outro pro-
cessador especifica como destino © nome do primeiro processador; e
(c) a lista de variaveis do comando de entrada & coerente com a lis

ta de expressoes do comando de saida.
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Serd usada a notagac {! para identificar um bloco de co-

mandos .

2.2 Programa abstrato de Divisdao e Conquista para uma maquina
paralela com estrutura de arvore.

Suponha que um problema d € decomposto em m subproblemas
dyr Ay wenp @y através da fungdo decompGe; a fungao direto re-
solve os problemas simples, o predicado simples é verdadeiro quan-
do & aplicado a um problema resolvivel pela funcgao direto. A fun-
gﬁo combine, combina as m solugdes Ly oy eeny ro dos problemas dl’
dor eeey dma fim de obter o resultado do problema d. O seguinte pro
grama abstrato define a Divisdo e Conguista.

1. programa Divisao-e-Conquista

2. var d, d;,dy,.. 0@ Ty eTpreeee X
3. processadores PP,Pl,Pz, e Pm;
4. {(PP? 4;

5. se simples (d)

6. entdo PP! direto (d);

T3 senEo{dl,dz, 5 Ep dm«decompae(d};

8. Pl!dl: P,! dz; s Pm! dm;

9. = Pl?nl; Py?r,i weey Pm? T

10. PPlcombine (rl,rz, sy rm1

1. }

12. }

Cada processador da miagquina executard o mesmo programa
(Divisao-e-Conquista). PP representa o processador predecessor de
P, exceto quando P é o processador raiz (neste caso, PP serd o am-
biente). Seja d a instdncia a ser resolvida pelo processador P, cu-
jos sucessores s$o Py,Py,... e P . Esta instancia & decomposta nas
subinstancias dl, dz, p— dm’ que sdo tratadas em paralelo pelos
processadores Pys Pys «.os P oque obtém respectivamente as solucoes

r P— .
Xy Wg sy



piReTo(d )
COMBINE (rL... rm)

3. ANALISE DA COMPLEXIDADE

A complexidade de pior caso de um algoritmo &, em geral,
avaliada em fungao do tamanho da entrada (espago de memdria neces-
sario para codificar e armazenar todos os dados do problema) dos
dados do problema que ele se p;Opae a resolver. Por exemplo, se os
dados correspondem a uma matriz, o tamanho da entrada do problema
associado € o numero de elementos desta matriz. Caso correspondam
a uma lista o tamanho da entrada do problema serda o nimero de ele-
mentos da lista.

Para exprimir a complexidade & conveniente utilizar a no
tagdo 0. Seja f uma fungdo real nao negativa da varidvel inteira
positiva n. Diz-se que f & 0(g), ou £ = 0(g), quando existirem cons
tantes a > 0 e n, € N tais que -£(n) > a g(n), para qualquer n 2ng-

A partir de um programa abstrato & possivel estudar-se
a complexidade de uma classe de algoritmos. Esta classe & prove-
niente do programa abstrato pela sgbstituigﬁo das définiqaes abs-
tratas dos predicados e fungdes (no programa da segdo anterior: sim
ples, direto, decompde e combine) por predicados e fungoes execu-
taveis. Esse estudo sera desenvolvido sobre o programa abstrato
Divisao-e-Conquista.

A fungdo decompoe decompOe um problema de tamanho n em m
problemas de Eamanho %. onde m e ¢ sao constantes inteiras maiores
que 1. A complexidade da solugao de um problema de tamanho n & en-
tao expressa em termos de n, m, c e da complexidade das fungaes
direto, decompde e combine.
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Chame genericamente T. n a complexidade do calculo da
fungao f para um dadc de tamanhc n: Tpar(nr a complexidade de tem-
po do programa abstrato Divisao-e-Conquista executado pelo nodo
raiz da arvore de processadores da maquina em questao. Para fins
de uma andlise comparativa sera chamada de Tse%)a complexidade de
tempo do programa abstrato seqtiencial equivalente a Divisdo-e-Con-

quista cujo estudo é apresentado em /TOS 86/.

Sem perda de generalidade supbe-se n uma poténcia de c
(pode-se provar, que os resultados nao se alteram se for retirada

esta suposigdo).

A cada nivel da arvore de processadores a. complexidade
€ igual a complexidade do programa Divisao-e-Conquista, sem consi-

-

derar as esperas referentes a Pl?r ives P2 £ &8 @
1 m m
Tdireto(n} se simples (p)
n n n = .
Tdecompae(“,+Tcombine(E’ SF E) caso contrario

onde n € o tamanho do problema atual d.

A complexidade total é igual a complexidade do programa
abstrato Divisao-e-Conquista na raiz da arvore, que & dada por

Taireto ™ se simples (p)

T (n) =

par % . % i
Taecompde (™ * Tpar S’ * Tcombine (Gr ---rg) ©aso contrério

Este resultado diz que se d € suficientemente simples
(simples (d) =verdade), d & resolvido pela funcao direto (em tempo

Taireto = decompae(n))' em m sub
problemas de tamanho [, que uma vez resolvidos em paralelo (em

(n)). Senao d é decomposto (em tempo T

n ; AL
tempo Tpaéz))tem seus resultados combinados (em tempo (T bi (c'

n
ceen )

Entretanto Tpar(n) estid expressa de forma muito genéri-

ca, sendo necessario para sua analise fazer-se algumas suposigaes
n n n

com respeito a Tdireto(n,' Tdecomp&e(n) e Tcombine (c' =% Snsi E).

Assim, foram selecionados alguns casos de estudo descritos abaixo.
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Para simplificar os cilculos ser3a suposto que simples

(d) = verdade sss tamanho (d) = 1l; isto €, o problema sera decompos
to até atingir o tamanho 1, quando entdo serd resolvido pela funcao
direto. Assim, Tdireto(n) = 0(1). Esta suposigao € bem razoavel e

naoc altera a ordem de complexidade de Divisao-e-Congquista, se sim-
ples(d) = verdade sss tamanho(d) = k, onde k & uma constante qual
quer.

Caso 1

O caso mais simples ocorre guando Tdecompae e Tcombine

L n

a < decompae(n} 0(1) e Tepmbine fc*
s i e E) = 0(1). Este caso ocorre no algoritmo de busca binaria e
algoritmo MaxMin de /AHO 74/.

sao fungdes constantes, isto & T

0(1) sen=1
T (n) =
par
n
0(1) + Tpar(E) sen>1

A solugao dessa equagdo de recorréncia e as das demais que
surgirao nesta segao sao discutidas em detalhes em /TOS 87/. Neste
primeiro caso. Tpar(n) = 0(log_n) e sao necessarios

1 - mitlog.n

l-m
processadores (pela definigao de m-arvore completa de altura log n).
Na solugao seqlencial Tseq(n) = 0(m 1997 .
Caso 2

n n

(n) + Tcombine(E' c

Supoe-se que T . ...,%)=0(nk),

decompoe
k > 1; entao

0(1) sen-=1
T (n) =
par
O(nk) + T &) sen>1
par c
_ K log n-1 i .
Obtendo-se entao Tpar(n) =hbhn £ % * 2 onde a, b sao cons

i=0 &

_ k
tantes. Logo Tp r(n) =0(n7).
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Sabendo-se gue (conforme /TOS 86/)

{O(nkl se m < ck
Tseq(p) a O(nklogcn) se m = ck
D(nl°gcm) se m > ck

Verifica-se gque embora guando m < ck, nao haja ganho em
ordem de complexidade, nos outros casos o ganho & considerdvel. O
algoritmo de classificagao por intercalagao OrdInter & um exemplo
desse caso para m = c; os algoritmos Mult para multiplicagao de in
teiros e o de multiplicagac de matrizes ilustram o caso param> C.
Estes trés algoritmos sao analisados em /TER 82/.

Nestes dois casos se considerou que ha processadores su-
ficientes para o problema ser decomposto até o tamanho 1, até atin
gir os processadores folhas e entao serem resolvidos diretamente (is
to &, a altura da arvore de processadores é maior ou igual a log n) .
Entretanto, com a tecnologia atualmente disponivel existe uma limi
tagao grande no nimero de processadores que constituem a Arvore.
Nesse caso, ao atingir-se um processador folha o problema tem tama
nho n' > 1 e tem entdo que ser resolvido seqgllencialmente a partir
deste ponto. O programa abstrato correspondente € igual ao ante-
rior, incluindo a linha

6.5 sendo se "P & folha" entdo PP! solugdo(d);
entre as linhas 6 e 7, sendo solugao (d) o programa segliencial que
resolve o problema.

Caso 3

Supondo que se tem disponivel uma maguina paralela, com
estrutura ldgica de uma m-arvore completa com K processadores, a
complexidade do programa abstrato modificado & dado pela férmula
abaixo, que € aplicada uma sd vez

T _.(n) se n <n"
T(n) =

T' (n) sen >n"

onde n" é o tamanho da maior instancia original gue pode ser resol
vida totalmente em paralelo (isto & tamanho da maior instdncia que
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apbs as decomposigdes sucessivas contenha nos processadores-folha
subproblemas que podem ser resolvidos por direto). Caso n < n" o

tempo total & dado por Tpar(n). Caso contrdrio (n > n"), a comple

xidade do programa abstrato & definido por T'(n). E n"=ch
n
.. _ .0 N K (m-1)+1 . :
Seja n ;H , onde h logm = e n, tamanho da
instancia original. Entao
(n) se n < n'

T
se
T'(n) = @

ll_1. _E a2 "
Tdecompae(n) + T (c) ¥ Lesalitne (c, = ...c) sen >n

O desenvolvimento desta recorréncia (conforme /TOS 87/)
leva a T(n) = O(Tseq(n)), ou seja, no caso em que o nimero de pro
cessadores nao permite obter um paralelismo total, nao ha ganho
de complexidade tedrica entre o programa paralelo e o seqlencial,
o gue confirma um resultado classico em técnicas de paralelismo.

4. CONCLUSOES

Foram estudados alguns casos tipicos e usuais de algorit
mos desenvolvidos pela técnica da Divisao e Conguista. Discutiu-se
o niimero de processadores necessdrios e a ordem de complexidade des
tes algoritmos considerando-se maquinas paralelas com estrutura
de arvore. Na maioria dos casos verificou-se um ganho consideravel
de eficiéncia, em relagaoc a solugao segfiencial. Quando ndo hd pro-
cessadores suficientes para decompor o problema até o mesmo poder
ser resolvido diretamente, cntretanto, ndo hd ganho em ordem de com
plexidade, o que & um resultado muito importante no gue diz resrei-
to aos resultados praticos que podem ser obtidos com as atuais limi

tacoes existentes nas arcuiteturas paralelas conhecidas.

Peters analisa em /PET 81/ o desempenho da técnica Divi-
sao e Conquista numa miquina paralela com estrutura de arvore, pa-
ram=c = 2 e da Divisao e Conguista Multidimensional.

Em geral os problemas praticos guando implementados numa
magquina paralela com estrutura de arvore requerem um grande nimero
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de processadores, mas a cada instante apenas uma peguena fragao
estd ativa, pois um dnico nivel da arvore tem seus processadores
ativos. Como uma alternat:va /BUR 84/ propoe uma maquina virtual,
cujos componente. fazem parte de uma rede de processadores inter-

conectados e um algoritmo decide quando e onde cada processo sera

executado.
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