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SUMARIO 

Este trabalho analisa a complexidade de uma implementação do méto­

do de desenvolvimento de algoritmos Divisão e Conquis~a numa arqu! 

tctura paralela com estrutura de árvore,comparando-a à complexida­

de de uma implementação seqUencial. 

1. INTRODUÇÃO 

Os sistemas multiproccssadores que vem recebendo muita 

atenção nos últimos anos só poderão ser utilizados em toda sua po­

tencialidade quando se dispor de algoritmos paralelos eficazes 

/PRE 82( . 

Alguns métodos de desenvolvimento de algoritmos seq8en­

ciais já foram bastante estudados e difundidos. Extensões dos mes­

mos para máquinas paralelas estão sendo desenvolvidas. Torna-se e~ 

tão importante avaliar o ganho em eficiência resultante da utiliza 

ção de máquinas e algoritmos paralelos. 

A Divisão e Conquista é um dos métodos mais simples e de 

maior utilização em diversos problemas, tais como classificação; 
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busca binária e multiplicação de matrizes. Este traQalho analisa a 

complexidade de algoritmos que utilizam a Divisão e Conquis ta em 

máquinas paralelas com estrutura de árvore. 

2. ALGORITMO PARALELO PARA A DIVIS~O E CONQUISTA 

A Divisão e Conquista pode ser definida brevemente como 

segue: dada uma instância de um problema, ela é decomposta em sub­

instâncias menores {que são resolvidas separadamente) cujas solu­

ções parciais são então combinadas para se obter a solução da ins~ 

tância original. Se o tam~nho das subinstâncias é nüati~te gra~ 
de, com soluções não imediatas, o processo é aplicado novame nte, 

.para se obter subinstâncias ainda menores, até que se obtenham su~ 

instâncias tão pequenas que possam ser resolvidas facilmente, de~ 

do quase direto. 

2.1 Máquina paralela com estrutura lógica de árvore 

Uma máquina paralela com estrutura de árvore consiste de 

um conjunto de processadores {cada um com memória própria) conect~ 

doa de maneira a formar uma árvore. Cada processador executa seu 

programa independentemente e se comunica com outro p~sador atra 

vês das iinhas de comunicação. 

A notação que será usada a seguir 

nicação entre dois processadores foi criada 

em /PET 81/, sendo sua sintaxe descrita 

para especificar corou­

por Hoare e utilizada 

através de uma BNF. 

<comando-de-entrada>::=<fonte>?<lista-de-variáveis> 

~comando-de-saída>::=<destino> ! < lista-de-expressoes > 

<fonte> ::=<nome de processador> 

<destino> ::=<nome de processador> 

A comunicação entre dois processadores se efetua quando: 

{a) o comando de entrada para um processador especifica como fonte 

o nome do outro processador; {b) o comando de saída do outro pro­

cessador especifica como destino o nome do primeiro processador; e 

{c) a lista de variáveis do comando de entrada é coerente com a lis 

ta de expressões do comando de salda. 
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Será usada a notação l f para identificar um bloco de co-

mandos . 

2.2 P~pgrama abscrato de Divisão e Conquista para uma máquina 

paralela com estrutura de árvore. 

Suponha que um problema d é decomposto em m subproblemas 

d 1 , d 2 , ... , dm' através da função decompÕe; a função direto re­

solve os problemas simples, o predicado simples é verdadeiro quan­

do é aplicado a um problema resolvível pela função direto. A fun­

ção combine, combina as m soluções r 1 , r 2 , . .. , rm dos prd:>lemas <;, 
d 2 , ... , d a fim de obter o resultado do problema d. O ~te pro m -
grama abstrato define a Divisão e Conquista. 

1. programa Divisão-e-Conquista 

2. 

3. 

~ d, d 1 ,d2 , •.. dm,r1 ,r2 , .•.. ,rm; 

processadores PP,P1 ,P2 , ... , Pm; 

4. {PP? d; 

S. se simples (d) 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 
12. } 

então PP! direto (d); 

senão{d
1

,d2 , ••. , dm+decompõe(d); 

} 

P 'd • p I d • • p 1 d • 1· 1' 2· 2' .• . , m· m' 
P1?~1; P2?r2; ••. , Pm? rril; 

PP!combine (r
1 
,r2 , ••• , r m) 

Cada processador da máquina executará o mesmo programa 

(Divisão-e-Conquista) . PP representa o processador predecessor de 

P, exceto quando P é o processador raiz (neste caso, PP será o am­

bient~. Seja d a instância a ser resolvida pelo processador P, cu­

jos sucessores são P 1,P 2, ... e P . Esta instância é decomposta nas 
. m 

subinstâncias d
1

, d 2 , ... , dm' que são tratadas em paralelo pelos 

processadores P
1

, P2 , ..• , Pm que obtém respectivamente as so1uções 

rl,r2, ••. xm. 
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3. ANÂLISE DA COMPLEXIDAD~ 

A complexidade de pior caso d e um algoritmo é, em ge r al , 

avaliada em função do tamanho da entrada (espaço de memória neces­

sário para codificar e armazenar todos os dados do problema) dos 

dados do problema que ele se p~opõe a reso l ve r. Por exemplo, se os 

dados correspondem a uma matriz, o tamanho da e ntrada d o p roblema 

associado é o número de e leme ntos desta matriz. Caso correspondam 

a uma lista o tamanho da entrada do problema será o núme ro de ele­

mentos da lista. 

Para exprimir a complexidade é conve niente utilizar a n~ 

tação O. Seja f uma função real não negativa da variável inteira 

positiva n. Diz-se que f é O(g), ou f= O(g), quando existirem con~ 

tantes a > O e n 0 c N tais que .f(n) ~ a g(n), para qual~uer n ~n0 . 

A partir de um programa abstrato é possível estuda r- se 

a complexidade de uma classe d e algoritmos. Esta classe é prove­

niente do programa abstrato p e la s~bstituição das definições abs­

~ratas dos predicados e funções (no p rograma da seção anterior: si~ 

p1es, direto, decompÕe e combine) por predicados e funções execu-

táve i s . Esse estudo será desenvolvido sobre o programa 

Divisão-e-Conquista. 

abstrato 

A função decompõe decompõe um p roblema de tamanho n em m 
. n 

problemas d e tamanho -, onde m e c sao constantes inteiras maiores 
c 

que 1. A complexidade da solução de um problema de tamanho n é en-

tão expressa em t ermos de n , m, c e da complexidade das 

direto, de compÕe e combine . 

346 

funções 



Chame gene ri c amente Tf n a complex~dade do cálculo da 

função f para um dado de tamanhv n : T !nl a complexidade de tem-par 
po do programa abstrato Divisão-e-Conquista executado pelo nodo 

raiz da árvore de processadores da máquina em questão . Para fins 

de uma anál~se comparativa será chamada de T m)a complexidade de seq 
tempo do programa a bstrato seqOencial equivalente a Divisão- e-Con-

quista cujo estudo é apresentado em / TOS 86/. 

Sem perda de generalidade supoe-se n uma potência de c 

(pode-se provar, que os resultados não se alteram se for retirada 

esta suposição) . 

A cada nível da árvore de processadores a . complexidade 

é igual a complexidade do programa Divisão-e-Conquista, sem consi-
d f - ., ., -erar as esperas re erentes a P1 . r

1
, .. . Pm . rm e e 

{

Tdireto(nl se simples(p) 

T ( ) (n n ~) _ 
decompÕe n +Tcombine c' c' . .. , c caso contrario 

onde n é o tamanho d o problema atual d. 

A complexidade total é igual a complexidade do programa 

abstrato Divisão-e-Conquista na raiz da árvore, q ue é dada por 

T (n) 
par 

{

Tdireto(n) 

= Tdecompõe (n) 

se simples (p) 

+ T (~) + T (~ •• • ,~) caso contrário-
par c combine c ' c 

Este resultado diz que se d é suficie ntemente simples 

(simp1es(d) =verdade ), d é resolvido pela função direto (em tempo 

Tdi t (n)) . Senão d é decomposto (em tempo Td - (n)), em m sub re o n ecompoe 
problemas de tamanho c' que uma vez resolvidos em oaralelo (em 

tempo T (.!!) l tem seus res ultados combinados (em tempo (T___.._,......,. (~, 
n par c .......... .u.... c 

... , c». 

Entretanto T (nl está expressa de forma muito genéri-par 
ca, sendo necessário para sua análise fazer-s e algumas suposições 

com respeito a Tdireto(n)' Tdecompõe(n) e Tcombine (~, ~, •.. , ~) · 

Assim; foram selecionados alguns casos de estudo descritos abaixo. 



Para simplificar os cálculos será suposto que simples 

(d) = verd~de sss tamanho (d) = l; isto é, o problema será decompo~ 

to até atingir o tamanho 1, quando então será resolvido pela função 

direto. Assim, Tdireto(n) = 0(1). Esta suposição é bem razoável e 

não altera a ordem de complexidade de Divisão-e-Conquista, se sim­

p1es(d) =verdade sss tamanho(d) = k, onde k é uma constante qua! 

quer. 

Caso 1 -- -
o caso mais simples ocorre quando Tdecompõe e Tcornbine 

são funções constantes, isto é Tdecompõe(n) = 0(1) e Tcornbine <%• 
••• , ~) = 0(1). Este caso ocorre no algoritmo de busca binária e 

algoritmo ~n de /AHO 74/ . 

. {o (ll 
T (n) = 
par 

0(1) + 

se n 1 

T (!!) 
par c 

se n > 1 

A solução dessa equação de recorrên'cia e as das demais que 

surgirão nesta seção são discutidas em detalhes em /TOS 87/. Neste 

primeiro caso . Tpar(n) = O(logcn) e sao necessários 

1 -
1+1og n m c 

1 - m 

processadores (pela definição de m-árvore completa de altura logcn). 

Na solução seq~encial Tseq(n) = O(m logcn). 

Caso 2 ---
Supõe-se que Tdecompõe(n) + Tcombine(~, ~, •.• ,~)=O(nk), 

k ~ 1; então 

{

o (1) 

T (n) = 
par k 

O (n ) + T (!!) 
par c 

se n 1 

se n > 1 

k log n-1 i 
Obtendo-se então T {n) = b n E ~ + a, onde a, b sao ~ 

par i=O c 

tantes. Logo Tpar(n) = O(nk). 
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Sabendo- se q ue (confo rme / TOS 86 / ) 

k se m < c -r o(~:) 
Tseq (n_l k -L (n log0 n) se m c 

O(nlogcm) se m > 
k c 

Verifica-se que embora quando m < 
k c , nao haja ganho em 

ordem d e complexidade , nos outros c asos o ganho é considerável. O 

algoritmo de c lassificação por intercalação Ordinter é um exemplo 

desse caso para m= c; os algoritmos Mult para multiplicação de in 

teiros e o de multiplicação tie matri zes ilustram o caso para m > cK. 

Estes três algoritmos s ão analisados e m /TER 82/. 

Nestes doi s casos se considerou que há processadores su­

ficientes para o problema ser decomposto até o tamanho 1, ~té ati~ 

gir os processadores folhas e então serem resolvidos direUmente (i~ 

to é, a altura da árvore de processadores é maior ou igual a logcn). 

Entretanto , com a tecnologia atualmente disponível existe uma limi 

tação grande no número de processadores que constituem a árvore. 

Nesse caso , ao atingir-se um processado r folha o problema tem tama 

nho n' > l e tem então que ser resolvido seqfiencia lmente a partir 

deste ponto. O programa abstrato correspondente é igual ao ante­

rior, incluindo a linha 

6.5 senao se "P é folha" então PP! solução(d) ; 

entre as linhas 6 e 7, sendo s olução (d) o programa seq~encial que 

resolve o problema. 

Caso 3 

Supondo que s e tem disponível uma máquina paralela, com 

estrutura lógica de uma m-árvox·e completa com K processadores , a 

complexidade do programa abstrato modificado é dado pela fórmula 

abaixo, que é aplicada uma só vez 

{ T (n) 
T(n) = par 

T' (n) 

onde n" é o tamanho da maior 

vida tota lmente em pa r a l e lo 

se n ~ n" 

se n > n" 

instância original que pode ser resol 

(isto é tamanho da maior instância que 
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3pÓsas decomposições sucessivas contenha nos processadores -folha 

s ubproblemas que podem ser resolvidos por direto) . Caso n < n" o 

tempo total é dado po r T (n). Caso contrário (n > n") , a compl~ par 
xidade do programa abstrato é definido por T' (n) . E n"=ch 

Seja n' = ~ , onde h= logro K(m-!)+l e n
0 

=tamanho da· 
c 

instância original. Então 

T' (n) = { 
Tseq(n) se n < n' 

n .. ·c' sen>n' 

O desenvolvimento desta recorrência (conforme /TOS 87/) 

leva a T(n) = O(Tseq(n)), ou seja, no caso em que o núme ro de pr~ 

cessadores não permite obter um paralelismo total, não há ganho 

de complexidade teórica entre o· programa paralelo e o seqüencial, 

o que confirma um resultado clássico em técnicas de paralelismo. 

4. CONCLUSÕES 

Foram estudados alguns casos típicos e usuais de algori! 

mos desenvolvidos pela técnica da Divisão e Conquista. Discutiu-se 

o número de processador es ne cessários e a ordem de complexidade d~ 

t~s algoritmos considerando-se máquinas paralelas com estrutura 

de árvore . Na maioria dos casos verificou-se um ganho considerável 

de eficiência, em relação a solução seqUencial. Quando não há pro­

cessadores suficientes pa ra decompor o problema até o mesmo poder 

ser resolvido diretamente, entretanto , não há ganho em ordem de com 

plexidade, o aue é um r esultado muito importante no que diz res~ei­

to aos resultados práticos C!Ue poden ser obtirl.os com as atuais limi 

tações e xistentes nas ar~uiteturas paralelas conhecidas. 

Peters analisa em /PET 81/ o desempenho da técnica Divi­

são e Conquista numa máquina parale l a com estrutura de árvore, pa­

ra m = c = 2 e da Divisão e Conquista Multidimensional. 

Em geral os problemas práticos quando implementados numa 

máquina paralela com estrutura de árvore requerem um grande número 
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de processadores, mas a cada instante apenas uma pequena fração 

está ativa, pois um único níve l ca árvore tem seus processadores 

ativos. Como uma alternat1va / BUR 84 / propõe uma máquina virtual, 

cujos componénte~ fazem parte de uma rede de processadores inter­

conectados e um algoritmo decide quando e onde cada processo será 

executado. 
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