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Abstract. Algorithmic fairness assessment has become a central topic in the
analysis of automated decision-making systems. In this paper, we investigate
how the use of imputation techniques to fill in missing sensitive data can affect
the value of the p%-rule metric, depending on the degree of imputation error.
We propose a formal mathematical model to quantify this impact, considering
symmetric and bidirectional imputation errors. Additionally, we analyze the
minimum number of manual corrections required to achieve a desired improve-
ment in the fairness metric. The results provide a quantitative foundation for
understanding the trade-offs between the cost of manual intervention and the
quality of imputed data in algorithmic fairness analysis.

Resumo. A avaliacdo da justica algoritmica tem se tornado um tépico central
na andlise de sistemas de decisdo automatizados. Neste artigo, investigamos
como o uso de técnicas de imputacdo para preencher dados sensiveis ausen-
tes pode afetar o valor da métrica p%-rule, dependendo do grau de erro na
imputagdo. Propomos um modelo matemdtico formal para quantificar esse im-
pacto, considerando erros de imputagdo simétricos e bidirecionais. Além disso,
determinamos a quantidade minima de correcoes manuais necessdrias para ga-
rantir uma melhoria desejada na métrica de fairness. Os resultados oferecem
uma base quantitativa para entender os trade-offs entre custo de intervencdo
manual e qualidade dos dados imputados na andlise de justica algoritmica.

1. Introducao

A equidade em modelos de decisdo automatizada tem se consolidado como um tema
central na pesquisa em Inteligéncia Artificial e Aprendizagem de Maquina (AM)
[Agarwal and Mishra 2021], sobretudo devido ao impacto crescente desses sistemas em
decisodes sensiveis que afetam diretamente a vida das pessoas, como concessao de crédito,
processos seletivos, alocacao de beneficios e decisdes judiciais [Barocas and Selbst 2016,
Mehrabi et al. 2021, Mitchell 2021]. O crescente interesse académico e social na
avaliacdo de fairness tem motivado o desenvolvimento de métricas, algoritmos de
mitigacdo e ferramentas especificas para esse fim. Justica algoritmica em AM consiste
na capacidade desses modelos em evitar predicoes enviesadas [Oliveira et al. 2024].

Um aspecto frequentemente negligenciado na avaliacdo de justica algoritmica € a
qualidade dos dados, particularmente a presenca de valores faltantes no atributo sensivel,
que € aquele utilizado para distinguir grupos socialmente relevantes, como género, raga
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ou etnia [Fernando et al. 2021]. A auséncia de dados sensiveis ocorre por diferentes mo-
tivos: restri¢oes legais, omissdes voluntdrias por parte dos individuos, erros operacionais
ou até falhas estruturais no processo de coleta. Como consequéncia, a etapa de pré-
processamento dos dados frequentemente recorre a técnicas de imputagao para preencher
esses valores ausentes.

No entanto, diversos estudos recentes destacam que a imputagdo de dados
sensiveis pode introduzir distor¢des significativas nas métricas de fairness, comprome-
tendo a validade das avaliacdes [Wang and Singh 2021, Fernando et al. 2021]. Embora
a maior parte das técnicas de mitigacdo de viés parta do pressuposto de que os dados
estdo completos, na préatica, conjuntos de dados do mundo real frequentemente apresen-
tam valores ausentes ndo aleatorios (Missing Not At Random — MNAR), cuja distribui¢ao
estd correlacionada aos proprios atributos sensiveis [Little and Rubin 2019]. Wang e
Singh [Wang and Singh 2021] mostraram empiricamente que tanto os valores ausentes
quanto o viés de selecdo impactam de maneira ndo trivial as métricas estatisticas de
justica, como a p%-rule, frequentemente utilizada para avaliar disparidades entre grupos
protegidos.

Motivado por esse contexto, este artigo propde um modelo matemético formal que
quantifica como erros de imputagdo no atributo sensivel afetam diretamente a métrica p%-
rule. Além disso, apresentamos um modelo analitico para calcular a quantidade minima
de corre¢des manuais necessdrias para garantir uma melhoria desejada na métrica de fair-
ness, estabelecendo um trade-off quantitativo entre o custo da intervencdo manual e a
qualidade dos dados imputados. Nosso trabalho contribui para preencher uma lacuna na
literatura ao oferecer ferramentas tedricas para avaliar o impacto de dados faltantes na
andlise de justica algoritmica.

2. Definicoes

2.1. Conjunto de Registros e Valores Faltantes

Seja um conjunto de dados D contendo n registros. Cada registro é representado como um
vetor de atributos (X, S,Y’), onde: X é o conjunto de atributos ndo sensiveis; .S € o atri-
buto sensivel, binario, assumindo valores S € {0, 1}, que representam, respectivamente,
o grupo ndo privilegiado e o grupo privilegiado; Y € o atributo alvo de classificacao,
bindrio, assumindo valores Y € {+,—}, onde Y = 1 representa o desfecho positivo
(e.g., aprovagdo de crédito ou aprovacdo em um processo de selecdo).

2.2. Métrica de Fairness p%-rule

A métrica p%-rule [Feldman et al. 2015, Zafar et al. 2017], também conhecida como dis-
parate impact, mede a equidade de um classificador com relagdo ao atributo sensivel. Seja
P (Y = +|S = s) a probabilidade de um individuo do grupo S = s receber uma predic¢éo
positiva, a métrica p% —rule € definida como:

P(Y =+|S=1) P(Y =+|5 = 0))

p%—rulezmin( ~ | ——
PV =+|S=0)PY =+[S=1)

Valores baixos indicam maior disparidade entre os grupos, enquanto valores
proximos de 1 (ou 100% quando expressos como percentual) indicam maior equidade.
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2.3. Método de Imputacao de Valores Faltantes

Seja Z um método de imputacgdo utilizado para preencher os valores faltantes no atributo
sensivel S dos registros em D. O método Z gera, para cada registro com valor ausente de
S, uma predi¢do S € {0, 1}, que corresponde ao valor imputado para o atributo sensivel.

Seja M C D o subconjunto de registros que possuem o valor do atributo S fal-
tante, tal que |M| = m. Cada registro z; € M possui um valor verdadeiro, embora
desconhecido, S; € {0, 1}, e um valor imputado S; = Z(x;).

Definimos o erro de imputag¢do e como a soma das taxas de erro nas duas dire¢des:

e = eg + eq, tal que ¢; € a fracdo dos registros com verdadeiro S = 0 que foram errone-

amente imputados como S = 1; e e; € a fracdo dos registros com verdadeiro S = 1 que

foram erroneamente imputados como S = 0. Assumimos, para simplifica¢do, que o erro
e

é simétrico, i.e., g = €] = 5

3. Problemas Investigados

Este artigo investiga os seguintes problemas:

1. Impacto do Erro de Imputacao na Métrica p%-rule: Como a taxa de erro de
imputacdo sobre um atributo sensivel impacta a métrica de fairness p%-rule?

2. Calculo do Erro Maximo Toleravel: Como determinar o erro maximo de
imputacao que permite que a métrica p%-rule aumente em a%?.

3. Estimativa da Variacao da p%-rule: Como calcular a variagdo médxima da
métrica p%-rule que pode ocorrer, dado uma taxa de erro de imputacao e sobre os
atributos sensiveis.

4. Correcoes Manuais Necessarias: Qual ¢ a quantidade minima de corre¢des ma-
nuais k sobre registros imputados que é necessdria para alcancar uma melhoria de
a% sobre a métrica p%-rule?

4. Analise do Impacto de Dados Faltantes na Métrica p%-rule

Seja um dataset com n registros, dos quais m < n possuem o valor do atributo sensivel
S ausente. O atributo sensivel assume dois valores binarios: S = 1 (grupo privilegiado)
e S = 0 (grupo ndo privilegiado). Sejam n; o nimero de registros com S = 1 e ng
o nimero de registros com S = 0 no conjunto de dados onde o atributo sensivel estd
disponivel, tal que ny + ng = n — m. As propor¢des dos grupos no conjunto observado
sdo:

true __ ny true __ no

1 - ) 0 -
n1+n0

ni + Ngo

Seja uma técnica de imputagdo aplicada aos m registros faltantes, associada a uma
taxa de erro de imputacéo igual a e € [0,1]. O erro é definido como a fra¢do dos regis-
tros imputados cujo valor do atributo sensivel foi atribuido incorretamente. Assumimos
que o erro € bidirecional e simétrico, ou seja, metade dos erros corresponde a registros
originalmente do grupo .S = 0 imputados como S = 1, e a outra metade ao inverso.

O efeito da imputag@o dos valores faltantes nos tamanhos dos grupos € influen-
ciado por dois fatores principais: (1) a quantidade de registros imputados corretamente
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segundo as proporcoes reais dos grupos e (ii) o saldo liquido dos erros bidirecionais, re-
sultante da troca de registros entre os grupos sensiveis.

Definindo d = p™¢—ple, os tamanhos dos grupos apds o processo de imputagio

sdo calculados da seguinte forma: n} = ny +m - pire - (1 —e) —m -2 .- cen) =

2
true

ng +m - pfe- (1 —e)+m-%-e Note que n; = n; + [imputagdes corretas para
S = i]+[erros provenientes de S = (1 — i)]—[erros produzidos para S = (1 —4)]. Assim,
o termo m - pi¢ - (1 — e) representa a quantidade de registros imputados corretamente

para o grupo S = s, € o termo M - g - e representa o saldo liquido dos erros bidirecionais,
que favorece ou desfavorece um grupo dependendo da diferenca de propor¢des d. Logo,

a razao entre os grupos apods o processo de imputacio € dada por:

o +m-pite-(1—e)+m-

ny+m-piree- (1 —e) —m-

r(e)

[SlSHI] SN

4.1. Calculo da métrica p%-rule apés o processo de imputacao

Sejam a; = P(Y = +|S = 1) eag = P(Y = +|S = 0). A métrica p%-rule apés
imputagdo pode ser calculada como:

. <a1 Qo 1 )
Prew = min | — -r(e), — - —

ag a; r(e)

Assumimos que o caso limitante no resultado da métrica ocorre no primeiro termo,
L., Prew = 5+ r(e), almeja-se que: Prew = Peurrent - (1+ ), tal que o € (0, 1] representa

a porcentagem de aumento desejada na métrica p%-rule. Substituindo:

a
— : 71<€) = Pcurrent * (1 + Oé)
ao
Isolando r(e):
a
7’(6) = = * Peurrent * (1 + O{)
ai

Substituindo a expressdo de r(e):

ng+m-pie.(1—e)+m-%-¢ a
S 3 = = * Pcurrent ° (1 + Oé)
ng+m-pire-(l—e)—m-5-e a
Definindo:
a
C = = * Peurrent * (1 + 05)
a1
produz-se:
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(n0+m-p6’””€~(1—e))+m‘62Z~e:C‘(n1+m~p’ime~(1—e))—0~m-~e

Agrupando os termos em e:

N

e-m- (1+C):O(nl_i_mp?ue(1_€)>_<n0+mp67“ue(1_6))

Portanto, a taxa de erro maxima e,,,, associada ao método de imputacdo para
produzir ppew = Peurrent + (1 + @) pode ser calculada como:

2:(C-(ng+m-pire-(1—e)) — (ng+m-py-(1—e)))

- (
m-d-(1+C)

ey

emax

4.2. Variacao Maxima da p%-rule considerando um erro de imputacio e

A métrica p%-rule ap6s a aplicacao do método de imputacao é:

a
Prew = ;(1) . T(€>

onde r(e) é a razdo calculada anteriormente. A varia¢do maxima da métrica pode
ser calculada como:

Ap% = |pnew - pcurrent| (2)
Se os grupos forem balanceados (p{"“¢ = pi™), entdo d = 0, e portanto:

no +m-pie- (1 —e)
ny +m-piree - (1 —e)

r(e) =

O que implica que o erro bidirecional ndo afeta a p%-rule nesse cenario. Por outro
lado, quando ha desbalanceamento (d # 0), o impacto de e cresce proporcionalmente a d.

4.3. Quantidade Minima de Correcoes Manuais para Melhoria Percentual da
Métrica p%o-rule

Seja k o nimero de registros entre os m faltantes cujos valores do atributo sensivel sdo
corrigidos manualmente. O erro efetivo apds k correcdes € reduzido proporcionalmente
para:

Assim, a razdo dos grupos sensiveis torna-se:
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ool

Assumindo que almeja-se produzir:

a
— : T(e,> = Pcurrent ° (1 + 05)
Qo

e definindo C' = Z—(l’ * Peurrent - (1 + &), temos:

d d

(ng +m-pyte (1 — e))+(m—k‘)-§-e = C’-(nl +m-pie- (1 — e))—C’-(m—k‘)E-e

Isolando (m — k):

oy = 2(C ot (1= 0) = (g gy (1= )

d-e-(14+C)
Finalmente, isolando k:
B 2-(C-(ny+m-pe-(1—e))— (ng+m-pye-(1—e)))
h=m de (110 ©)

Portanto, a Eq. (3) define o nimero minimo k de corre¢des manuais necessarias
para permitir um aumento de a% na métrica p%-rule, considerando a definicdo de erro
de imputacao bidirecional.

5. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este artigo utilizou uma abordagem formal para analisar o impacto de valores faltantes em
atributos sensiveis sobre a métrica de justica algoritmica p%-rule. A anélise desenvolvida
demonstrou que o processo de imputagdo de valores ausentes no atributo sensivel intro-
duz incertezas que impactam diretamente a avaliacdo de fairness. Quantificamos como
os erros de imputagdo, sob a suposi¢ao de erros simétricos e bidirecionais, afetam o va-
lor da métrica p%-rule. Os modelos propostos oferecem uma base quantitativa robusta
para apoiar profissionais e pesquisadores na compreensdo dos trade-offs entre acuricia
na imputagdo, custo de intervencdes manuais e a confiabilidade das métricas de fairness
calculadas em conjuntos de dados com informacdes sensiveis ausentes.

Como trabalhos futuros, pretende-se investigar o impacto de métodos de
imputacdo probabilistica, que incorporam a incerteza diretamente nos calculos das
métricas de fairness, bem como generalizar os modelos para atributos sensiveis com
multiplas categorias.
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