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Abstract. This work presents a benchmark of three families of emu-
lators—polynomial chaos expansions, Gaussian processes, and neural
networks—applied to four representative problems in cardiac modeling invol-
ving ventricular mechanics and cellular electrophysiology. The emulators are
trained to approximate the mapping from model input parameters to quantities
of interest (Qols). The models are evaluated in terms of predictive accuracy,
computational cost, and fidelity in reproducing uncertainty quantification and
global sensitivity analyses. Results show that the emulators achieve relative
errors typically below 2% while providing speedups of up to 10° compared to
the original models. Additionally, the results highlight qualitative differences in
performance across the different families depending on problem complexity.

Resumo. Este trabalho apresenta um benchmark de trés familias de emuladores
— expansoes de caos polinomial, processos gaussianos e redes neurais — apli-
cados a quatro problemas representativos de modelagem cardiaca envolvendo
mecdnica ventricular e eletrofisiologia celular. Os emuladores sdo treinados
para aproximar o mapeamento entre pardmetros de entrada e quantidades de
interesse (Qols), caracterizando um problema de regressdo. Os modelos sdo
avaliados em termos de precisdo preditiva, custo computacional e fidelidade na
reproducdo de andlises de quantificacdo de incerteza e sensibilidade global. Os
resultados mostram que os emuladores alcancam erros relativos tipicamente in-
feriores a 2% e proporcionam aceleragées de até 10° em relacdo aos modelos
originais. Além disso, evidenciam diferencas qualitativas no desempenho das
diferentes familias conforme a complexidade do problema.

1. Introducao

Doencas cardiovasculares permanecem como a principal causa de mortalidade no mundo,
impondo grande impacto sobre sistemas de satde e a sociedade. Avancos em modela-
gem computacional t€ém permitido o desenvolvimento de modelos cardiacos personali-
zados, ou digital twins cardiacos [Cluitmans et al. 2024, Jaffery et al. 2024], capazes de



reproduzir o comportamento eletrofisiolégico de um paciente a partir de dados clinicos es-
pecificos. Esses modelos apresentam grande potencial para auxiliar diagndstico e planeja-
mento terapéutico [Bhagirath et al. 2023], incluindo a avaliac@o in silico de intervengdes
como ablagdo ou terapias farmacoldgicas [Rodero et al. 2023, Waight et al. 2025].

Grande parte desses modelos € baseada em descricdes mecanicistas da atividade
elétrica e mecanica cardiaca por meio de sistemas de equagdes diferenciais derivados
de principios biofisicos [Niederer et al. 2019, Trayanova et al. 2024]. A resolucdo des-
ses sistemas frequentemente envolve a integracdo de equagdes rigidas e nao lineares
em multiplas escalas espaciais e temporais, tornando simulacdes tridimensionais realis-
tas computacionalmente custosas, podendo demandar horas ou até dias de computacao
mesmo em ambientes de alto desempenho [Sundnes et al. 2006, Barros et al. 2012,
Augustin et al. 2021]. Esse custo torna-se particularmente limitante em aplicagdes que
exigem multiplas avaliacdes do modelo, como otimiza¢do de parametros, quantificacao
de incerteza e andlise global de sensibilidade. Do ponto de vista matemético, um simula-
dor cardiaco pode ser interpretado como um operador que mapeia parametros fisioldgicos
em quantidades de interesse (Qols): y = M(x), onde x € R? representa os parimetros
do modelo e y € RY os outputs correspondentes. Como cada avaliacdo de M envolve
a solucao de modelos computacionalmente caros, como equacdes diferenciais ordindrias
(ODEs), equagdes diferenciais parciais (PDEs) e simulagdes por elementos finitos (FEM),
¢ comum introduzir modelos substitutos ou emuladores que aproximam essa relagdo por
meio de fungdes mais baratas computacionalmente.

Historicamente, emuladores aplicados a modelagem cardiaca foram frequente-
mente construidos a partir de técnicas de reduced-order modeling (ROM), que buscam
aproximar sistemas de alta dimensionalidade por representacdes de menor dimensao capa-
zes de preservar suas principais dindmicas [FitzHugh 1961]. Mais recentemente, avancos
em aprendizado de maquina e modelagem estatistica tém impulsionado abordagens base-
adas em dados que aprendem diretamente o comportamento do sistema a partir de dados
de simulacdo [Gherman et al. 2023, Kudela et al. 2022]. Nesse contexto, um emulador
pode ser formalmente representado como y = S(x; 8), onde 6 representa os parimetros
do emulador. O treinamento utiliza um conjunto de dados {x! . , yfmin}fisl obtido a partir
de avaliacdoes do modelo completo, para otimizar 8. Uma vez treinado, o emulador S
permite aproximar rapidamente a resposta do modelo, viabilizando andlises que seriam
impraticaveis utilizando apenas o simulador original. Entre as abordagens baseadas em
dados mais utilizadas destacam-se as Expansodes de Caos Polinomial (PCE), os Processos
Gaussianos (GP) e as Redes Neurais (NN). Comparacdes sistematicas entre essas técnicas
tém sido amplamente investigadas em dreas como dinamica dos fluidos, mecanica estrutu-
ral e modelagem ambiental [Liu et al. 2020, Tsokanas et al. 2022, Shahzadi et al. 2021],
mas permanecem relativamente limitadas no contexto da modelagem cardiaca.

Neste trabalho apresentamos um benchmark sistematico dessas trés abordagens
de emuladores aplicadas a quatro problemas representativos de modelagem cardiaca en-
volvendo eletrofisiologia € mecénica ventricular. Os problemas considerados cobrem dois
dos principais componentes da dinamica cardiaca, amplamente utilizados na constru¢do
de digital twins, e abrangem diferentes niveis de complexidade e dimensionalidade.
Os emuladores sdo treinados para aproximar a relacdo entre parametros dos modelos
cardiacos e as saidas simuladas correspondentes. Cada abordagem ¢é avaliada em ter-



mos de precisdo preditiva, custo computacional e escalabilidade, bem como pelo impacto
dessas aproximagdes em andlises de quantificagdo de incerteza, sensibilidade global e
problemas inversos.

2. Métodos

2.1. Modelos cardiacos de benchmark

Consideramos dois problemas de benchmark em modelagem cardiaca representando
dominios fisioldgicos distintos: mecanica ventricular e eletrofisiologia celular.

Problema mecanico: enchimento passivo do ventriculo esquerdo Usamos um mo-
delo da resposta passiva do ventriculo esquerdo (VE) durante o enchimento, descrita pelo
modelo constitutivo de Holzapfel-Ogden (HO). Consideramos duas formula¢des com di-
ferentes niveis de anisotropia: A formulacdo transversalmente isotrdpica, denominada
Problema Aj;, considera apenas a contribuicdo das fibras e resulta em um modelo com
quatro parametros {a, b, ays, by}, com energia de deformacéio
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onde I; = tr(C) mede a distor¢ao volumétricae I, = f;-(Cfy) representa o alongamento
na direcdo das fibras fy. E a formulac@o anisotrépica completa, denominada Problema
By, que inclui também interacdes entre folhas e entre fibras e folhas, introduzindo os
invariantes I;; = s - (Csg) e Igss = f - (Csy). A energia de deformagao correspondente
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resultando em uma formulag¢do com oito pardmetros {a, b, as, by, as, bs, ays, bys}.

As simulagdes por elementos finitos seguem o protocolo de [Campos et al. 2023],
inflando o VE até 2.7 kPa a partir de um volume inicial de aproximadamente 50 mL. De
cada simulacao sdo extraidas seis Qols que caracterizam a resposta mecanica passiva: dois
pares de coeficientes do tipo Klotz obtidos a partir dos ajustes exponenciais das curvas
pressdo—volume e pressdo—deformagdo, (a1, 51) e (aq, B2), além do volume diastélico
final (EDV) e do alongamento médio das fibras A;. A Figura 1 demonstra essas Qols.
Os dados de treinamento sdo gerados amostrando cada pardmetro dentro de +30% dos
valores de referéncia e resolvendo o modelo completo de elementos finitos para cada
realizacgao.

Problema eletrofisiolégico: Modelo de Potencial de A¢ao Ventricular (AP) Também
consideramos duas parametriza¢des do modelo de midcito ventricular humano de ten Tus-
scher e Panfilov de 2004 (TP) [Ten Tusscher et al. 2004] com niveis crescentes de com-
plexidade. A primeira, Problema Ag, corresponde a um modelo reduzido focado em
condicdes isquémicas, contendo trés parametros de entrada que modulam cinco proces-
sos i0nicos do modelo TP: a condutancia de s6dio (G'n,), a condutancia de célcio tipo L
(GcaL), as concentragdes intracelular e extracelular de potassio (K, K,) e a concentracio
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Figura 1. Quantidades de interesse dos problemas A;; e B,;. O volume diastolico
final e o alongamento médio das fibras \; sao calculados a partir da geome-
tria deformada (a). Os parametros (o, 3,;) s@o obtidos pelo ajuste exponencial
da curva pressao-volume (b), enquanto («., 52) sao obtidos a partir da relacao
pressao—deformacao (c).

de ATP. Esses parametros capturam os principais mecanismos associados as altera¢des
eletrofisioldgicas induzidas por isquemia, conforme descrito em [Lawson et al. 2020].

A segunda, Problema Bp, configuracdo considera doze parametros de entrada
correspondentes a coeficientes de escala aplicados as condutancias do modelo TP
[Ten Tusscher et al. 2004], representando variabilidade populacional. Além dos cinco
parametros anteriores, incluem-se sete condutancias adicionais: corrente transiente de
potéssio (Gy,), correntes retificadoras tardias rapida e lenta (Gk,, Gks), corrente retifi-
cadora interna de potéssio (Gk1), condutincia de célcio de fundo (Gyc.), € correntes de
bomba de cdlcio e potdssio (Gpca, Gp)-

Seis Qols sdo extraidas das formas de onda dos potenciais de acdo simulados
(Fig. 2) para caracterizar o comportamento eletrofisiologico celular: o potencial de re-
pouso da membrana (Viest), 0 pico do potencial transmembrana (Vjcak), a velocidade
maxima de despolarizagdo (dV/dt,,.x) € as duragdes do potencial de acdo em 30%, 50%
e 80% de repolarizacdo (APD3,, APD5, e APDgj). Todas as medig¢des sdo realizadas apds
20 ciclos de estimulacdo para garantir regime permanente. Os dados de treinamento sao
gerados amostrando uniformemente cada parametro de entrada, entre 0 e 1 para Ag e
0.75 e 1.25 para Bp, e resolvendo o modelo TP utilizando o método de Euler com passo
temporal dt = 0.01.
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Figura 2. Potenciais de acao simulados para dois modelos eletrofisioldgicos. A
regiao sombreada mostra o envelope (min-max) das amostras de parametros,
enquanto curvas ténues representam trajetorias individuais. A curva destacada
€ a mais proxima da média do conjunto. Quadrados pretos indicam os poten-
ciais de repouso e de pico (Viests Vipeak)s 0 losango vermelho marca a velocidade

maxima de subida (%)max, e marcadores coloridos indicam APD30, APD50 e

APDS80, com barras mostrando sua distribuicdo no espaco de parametros.

2.2. Emuladores e treinamento

Trés familias de emuladores foram investigadas: Expansdes de Caos Polinomial, Proces-
sos Gaussianos e Redes Neurais. No caso das PCE, o emulador € representado por

y(x) = Z ci Pi(x),

onde ¥,(x) sdo polindmios ortogonais multivariados e ¢; os coeficientes estimados por
regressdo. Utilizamos bases de polindmios de Legendre com graus k = {2,3,5} imple-
mentadas na biblioteca ChaosPy [Feinberg and Pinkus 2018].

Os modelos GP definem um processo estocdstico sobre fungdes cuja predi¢ao
média posterior é dada por

y(x) = m(x) + k(x, X) K~ (y — m(X)),

onde m(x) é a fun¢do média e k(x, X) o kernel de covariancia avaliado entre o ponto
de teste e os dados de treinamento. Os modelos foram implementados em GPy-
Torch [Gardner et al. 2018] com trés configuracdes: GG Ps com média linear e kernel RBF,
G Py; com média linear e kernel composto RBF-Matérn (v = 2.5), e GPr, com média
constante e kernel composto RBF—-Matérn (v = 1.5).

Para redes neurais, o emulador é modelado como uma funcao paramétrica

y(x) = fo(x),

onde fy corresponde a uma série de camadas sucessivas, cada uma delas composta por
uma transformacao linear e uma fun¢do de ativacao nao linear. As redes foram implemen-
tadas em PyTorch [Paszke et al. 2019] com trés arquiteturas: N Ng (1 camada oculta com



16 neurénios), N N, (2 camadas ocultas com 32 neurdnios) e NNy, (4 camadas ocultas
com 64 neur6nios), utilizando fun¢des de ativacao SiLU.

Os conjuntos de treinamento {x!.; , yfrain}i]isl foram gerados por amostragem La-
tin Hypercube, considerando tamanhos Ng = {100,200, 500, 1000} para todos os pro-
blemas. Um conjunto independente de validacdo com 5000 amostras foi utilizado para
avaliar a precisdo preditiva. Os modelos NN e GP foram treinados com o otimizador
Adam [Kingma and Ba 2015], utilizando reducdo adaptativa da taxa de aprendizado e
early stopping baseado na perda de validagdo. Durante a inferéncia, NN e GP realizam
avaliagdes em lote utilizando GPU via PyTorch, enquanto as PCE sao avaliadas em lote
em CPU utilizando ChaosPy e multi-threading.

2.3. Métricas de avaliacao

O desempenho dos emuladores foi avaliado segundo trés critérios: (i) precisdo preditiva
na aproximacdo do mapeamento do modelo completo, (ii) custo computacional de trei-
namento e inferéncia, e (iii) fidelidade na reproducao dos resultados de quantificacao de
incerteza (UQ) e andlise global de sensibilidade (SA).

Precisao preditiva A precisdo foi quantificada pelo erro absoluto relativo médio

(MARE),

i =y
7

()

onde y;”’ representa o valor da Qol j produzido pelo modelo completo para a amostra de

validagdo ¢, g)fj ) a predi¢ao do emulador, N, o nimero de Qols e [V, 0 nimero de amostras

de validagao.

Quantificacao de incerteza e analise de sensibilidade Apds o treinamento, os emula-
dores foram utilizados para realizar quantificacdo de incerteza (UQ) e andlise global de
sensibilidade (SA). Para UQ, um conjunto de 10000 amostras de parametros foi gerado
por Latin Hypercube Sampling [McKay et al. 1979], e os emuladores foram avaliados
para estimar a média e o desvio padrao de cada Qol.

Para SA, foram calculados indices de sensibilidade de Sobol [Sobol’ 2001] uti-
lizando os estimadores de Monte Carlo propostos por Saltelli [Saltelli et al. 2008]. Os
indices de primeira ordem e de efeito total requerem um numero total de avaliacdes dado
por

Ntotal = Nbase<d + 2)7

onde d é o numero de parametros do modelo e Ny,.s. 0 tamanho da amostra base ( utili-
zamos Ny, = 128). A fidelidade dos emuladores na anélise de sensibilidade foi quan-
tificada pelo erro absoluto médio (MAE) entre os indices de Sobol estimados a partir das
avaliagdes do emulador e aqueles obtidos com o modelo de referéncia,
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Figura 3. MARE médio de validacao para todos os emuladores nos quatro pro-
blemas de benchmark. Barras representam o erro médio e as linhas indicam a
variagao obtida com diferentes tamanhos de conjunto de treinamento.

onde Si(j ) representa o indice de Sobol do parametro ¢ para a Qol j calculado com o

modelo completo, S”fj ) 0 valor correspondente obtido com o emulador, N, o nimero de
Qols e N, o numero de parametros.

Eficiéncia computacional O custo computacional foi avaliado em termos de tempo de
treinamento e inferéncia. A inferéncia foi medida como o tempo necessario para avaliar
um conjunto representativo de 10° amostras, tipico de estudos de Monte Carlo. O ganho
computacional foi quantificado pelo fator de aceleracao

S _ Tfull(N s)
Tsur (N s) ’
onde Try(Ns) representa o tempo de execugdo do modelo completo para NN
avaliacdes e Ty, (N) o tempo correspondente do emulador.

3. Resultados

Precisao preditiva A Figura 3 resume o erro médio relativo de validacao (MARE) para
todos os emuladores nos quatro problemas de benchmark. Redes neurais apresentam os
menores erros € maior robustez frente ao aumento da dimensionalidade e complexidade
dos problemas, mantendo erros tipicamente inferiores a 1%. PCE obtém bom desempe-
nho nos casos de menor dimensionalidade (A,; e Ag), mas sofrem degradagao significa-
tiva a medida que o nimero de parametros aumenta, refletindo o crescimento combinato-
rial da base polinomial. Processos gaussianos apresentam precisdo média inferior as redes
neurais, porém mostram comportamento mais estavel com relacdo a dimensionalidade,
sendo sua precisdo principalmente limitada pela quantidade de dados de treinamento.



Curvas de aprendizado nos problemas de benchmark
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Figura 4. Curvas de aprendizado mostrando o MARE (média das QOls) em funcao
do tamanho do conjunto de treinamento para cada um dos problemas e emula-
dores.

As curvas de aprendizado da Figura 4, evidenciam maior dependéncia de dados
nos problemas de maior dimensionalidade (5B,; € Bg). PCE apresentam saturacdo rapida
em problemas de baixa dimensao, indicando a limitacdo da capacidade representacional
da base polinomial. Em contraste, GP e NN continuam melhorando com o aumento do
numero de amostras, especialmente em problemas mais complexos.

Custo computacional A Figura 5 compara o custo computacional de treinamento e
inferéncia dos diferentes emuladores. PCE apresentam forte dependéncia da dimensio-
nalidade, com aumento significativo de custo em problemas de maior dimensao devido
ao crescimento do ndmero de termos da expansao polinomial. Processos gaussianos pos-
suem o maior custo de treinamento, dominado pela construcdo e fatoracao da matriz de
covariancia, e sdo também os unicos cuja inferéncia depende diretamente do tamanho do
conjunto de treinamento. Redes neurais apresentam comportamento mais estavel, com
custo de treinamento moderado e inferéncia extremamente rapida gracas a paralelizacao
em GPU. Nos problemas eletrofisiolégicos, as aceleracdes atingem até 10, enquanto nos
problemas mecénicos chegam a aproximadamente 10°.

UQ e analise de sensibilidade A Figura 6 mostra a relagdo entre a precisio preditiva
do emulador e o erro na estimativa dos indices de Sobol. Observa-se uma relagdo aproxi-
madamente linear entre erro de predicao e erro na andlise de sensibilidade, indicando que
imprecisdes na aproximac¢do do emulador podem propagar-se na estimativa dos indices.
Apesar de apresentarem menor precisao média, os modelos GP mostram desempenho
relativamente melhor em SA, sugerindo menor propagacdo de erros nas estimativas de
Sobol. Para UQ, essa dependéncia € muito menos pronunciada. Mesmo emuladores com
erros de predi¢cdo moderados conseguem estimar corretamente média e desvio padrao das
Qols, indicando maior robustez das andlises de propagacao de incerteza.



Escalonamento do tempo de treino e inferéncia
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Figura 5. Tempo de treinamento dos emuladores (esq.) e speedup de inferéncia
em relacao aos modelos completos (dir.), avaliados em 100k amostras. O tama-
nho dos marcadores indica o conjunto de treino (100, 500, 1000, 5000). Como
referéncia, problemas mecanicos requerem ~2 min por lote de 4 simulacoes,
enquanto eletrofisiologia requer ~5 min por lote de 4000 simulac6es nha mesma
maquina, correspondendo a laténcia base e ao throughput maximo de cada caso.
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do erro preditivo dos emuladores (inferior).



4. Conclusao

Este trabalho apresentou um benchmark sistemdtico das trés familias de emuladores
relevantes, aplicados a problemas representativos de modelagem cardiaca envolvendo
mecanica ventricular e eletrofisiologia. Os resultados mostram que os emuladores podem
reduzir o custo computacional dos modelos completos em vérias ordens de magnitude,
mantendo boa acuricia relativa.

Redes neurais oferecem o melhor compromisso entre precisao e eficiéncia compu-
tacional, apresentando erros preditivos inferiores a 2%, com fatores de aceleragio de até
10° x em relag@o ao solver completo, reduzindo a laténcia de minutos para milissegundos.
As expansoes PCE demonstraram bom desempenho em problemas de baixa dimensiona-
lidade, porém sua escalabilidade € limitada devido ao crescimento combinatorial da base
polinomial. Processos gaussianos apresentaram desempenho mais estdvel com o aumento
da dimensionalidade, embora com maior custo computacional associado ao treinamento
e a inferéncia. As andlises de quantificagdo de incerteza e sensibilidade indicam que erros
de aproximacdo do emulador podem impactar significativamente os indices de Sobol, en-
quanto estatisticas globais de incerteza mostraram maior robustez, especialmente no caso
dos processos gaussianos, que modelam explicitamente a distribui¢ao preditiva.

Em conjunto, esses resultados evidenciam as vantagens especificas de cada abor-
dagem de emulador e indicam que o aumento da complexidade e da dimensionalidade
dos problemas tende a favorecer o uso de redes neurais. Dado que os resultados demons-
tram ganhos significativos de velocidade e utilidade em tarefas como quantificacdo de
incerteza e problemas inversos, um proximo passo natural € investigar a integracdo desses
emuladores em pipelines de digital twins voltados a aplicagdes clinicas. Além disso, outra
direcdo promissora € explorar emuladores com dados clinicos reais, complementando ou,
em alguns casos, reduzindo a dependéncia de modelos mecanisticos como intermedidrios
no treinamento, ao aprender diretamente a relacio entre dados observados e desfechos de
interesse.
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