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Resumo

As complexidades induzidas por estruturas algoritmicas sdo identificadas e expressas por
equagdes. Com base nessas expressoes de complexidade ¢ proposta uma metodologia para o
cilculo da complexidade de algontmos.

1. Introducio

A anilise da complexidade de um algoritmo € realizada de maneira muito particular, o que ¢
compreensivel, jd que a complexidade ¢ uma medida que tem parimetros bem particulares do
algoritmo, como & fungéo tamanho da entrada e as operagdes fundamentais. Apesar disto alguns
conceitos sdo gerais, no sentido que s6 dependem da estrutura do algoritmo. Séo esses conceitos
gerais que serdo explorados neste artigo.

O objetivo deste trabalho €, pois, apresentar as complexidades intrinsecas que possuem as
estruturas algoritmicas ¢ propor uma metodologia de andlise da complexidade de algoritmos
baseada nessas complexidades intrinsecas.

2. Definigdo de Complexidade

A complexidade de tempo de um algoritmo. ou simplesmente a complexidade como serd
chamada neste trabalho, € a quantidade de trabalho dispendida pelo algoritmo.

Para medir esta quantidade de rabalho € escolhida uma operagdo chamada operagio fundamental
e entdo € contado o numero de execugOes dessa operagio na execugdo do algoritmo.
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Eventualmente podem ser consideradas mais de uma operagio fundamental, com pesos
diferentes.

Esta contabilizagdo de execugdes da operacido fundamental nio € constante para um algoritmo,
pois depende da entrada. E fungiio, em geral, da quantidade de informagio da entrada. A medida
da quantidade de informagio da qual depende a complexidade, por sua vez, varia de problema
para problema ¢ é chamada tamanho da entrada ou tamanho do problema.

A medida da complexidade de um algoritmo € portanto uma medida particular, porque depende
da escolha da operagio fundamental e do critério usado no cilculo do tamanho da entrada. S6 faz
sentido, portanto, comparar complexidades de algoritmos de uma mesma classe (mesma
operacdo fundamental ¢ mesma funcio tamanho da entrada). Realmente, o interessante ¢
comparar algoritmos que resolvem um mesmo problema e em geral esses algoritmos estio na
mesma classe. Além disso, a complexidade de um algoritmo pode depender nio s6 do tamanho
da enrrada, mas também da entrada em parucular.

Chamando E, o conjunto das entradas de tamanho n, tomando ¢ € E, e chamando c(e) o

numero de execugdes da operagdo fundamental. tem-se (para a entradu e) :

CPC(n) = max c(e)
ee E

que é chamada complexidade no pior caso. Outras medidas de complexidade também podem ser
usadas, mas neste trabalho vamos tratar somente da complexidade no pior caso.

Um algoritmo, segundo [KNU 83] . € um método abstrato que computa a solugio de um
problema. Um problema ([VEL & VEL 81]) € uma terna p = <D, R, q >, onde D ¢ o dominio
de dados, R o dominio de resultados e q uma relagdo de D em R que define o problema. A
solucdo de um problema p = < D, R, g > ¢ uma fungdo & : D — R 1al que (Vd € D)((d, a(d)) €
q). Logo, dado um problema p = <D, R, q > ¢ uma solugdo a para p, um algoritmo a, € um

método abstrato que computa C.

Dado um problema p = < D, R, g >, com solugdo «. seja @ o conjunto dos algoritmos que
computam o. Para calcular a complexidade de um algoritmo a € @ € necessdrio escolher a
operagio fundamental (ou operagdes fundamentais) e definir a fungio que dd o tamanho da
entrada. Se houver mais de uma operagio fundamental € necessdrio definir o peso de cada uma.
Seja E o conjunto de todas as seqiiéncias de execugdes de operagdes fundamentais. Tem-se
entdo o seguinte diagrama:
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g

e execugdo: @ x D — E: execugdo(a. d) := seqiiéncia de execugdes de operagdes

Figura 1

Onde:

fundamentais efetuadas na execugdo do algoritmo 4, com entrada d.

« custo:E =¥ ; custo(s) ;= comprimento da seqiiéncia s, definido conforme o peso

estabelecido para as operagoes fundamentais.
e tamanho : D — R :amanho(d) := tamanho da entrada d .

Escolhidas as fungdes fundamentais e tamanho, o conjunto @ € particionado (ficam na mesma
classe os algoritmos com mesmas fungoes fundamentais e mesma fungdo ramanho). A

complexidade € entio definida dentro de cada classe. Considere A como uma dessas classes e
defina a complexidade de um elemento de A, como uma fungdo dotpo X — X.

. A complexidade ¢ portanto um funcional do tipo A = (X — X ), isto é complexidade : A —f

e f=(fff: R =N ). Paraae A, complexidade(a) =f,f: R =K.

Note que a fungio tamanho nio ¢ inversivel. Dadon € R, quem € f(n)? Para avaliar f(n) é

. necessario considerar todas as entradas d € D com ramanho(d) = n, calcular custo(execugdo(a,

d)) e entiio conforme o critério de complexidade desejado estabelecer f(n). Assim pode-se dizer
que:

f(n):= avaliagdo( | custo(execugdo(a. d))/ d € D e tamanho(d) =n}).
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E cusro(execugdo(a, d)) pode ser chamado desempenho de d em a, ou simplesmente
desempenho de d, quando estd claro quem € a, isto €. desempenho(d):= custo\execugdo(a, d)).

O cdlculo de f(n), portanto, envoive a avaliagdo de um conjunio (conjunto de todos os
desempenhos de dados de tamanho n). Esta avaliagao depende do critério de  complexidade
desejado.

Dadosae mene N, seja
S, = | desempenho(d) /d € D e tamanho(d)=n) ,

CPC(n):= avaliagdoCPC (S,) := max S

Usualmente o algoritmo ¢ construido e depois analisado quanto & complexidade. O Processo
entretanto, senia mais eficaz se a complexidade fosse um fator integrante do projeto do
algoritmo. Uma metodologia de cdlculo de complexidade poderia incentivar esta prdtica. Mas,
apesar da complexidade no pior caso ser uma medida muito particular i classe A do algoritmo
que estd sendo analisado (pois, depende da fungdo tamanho e das operacdes fundamentais),
alguns aspectos do cdlculo da complexidade ndo dependem do que faz o algoritmo mas somente
da sua estrutura ¢ assim podem ser generalizados.

Assim, uma metodologia de cdlculo de complexidade para estruturas algoritmicas pode ser
desenvolvida.

3. Complexidade das Estruturas Algoritmicas
Serdio estudadas, uma a uma, as seguintes principais estruturas algoritmicas:
a«b;
a:b;
if athen belse c;
fork =it jdoa;

whileadob;

Notagdo: c(a) = complexidade de a no pior caso.
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A complexidade de um algoritmo pode ser definida como a soma das complexidades das suas
virias paries. A complexidade de uma parte pode ser absorvida pela complexidade de outra parte
no seguinte caso:

A complexidade de a ¢ gbsorvida pela compiexidade de b, se

3¢ 3N Vn 2 N complexidade(a)(n) £ ¢ . complexidade(b)(n). E pode-se dizer que
complexidade(a) + complexidade(b) = complexidade(b).

Uma complexidade € absorvida por outri. por exemplo. se ambas sio polinémios de mesmo
tipo. neste caso a de menor ordem € absorvida.

Para cada estrutura considera-se a entrada como sendo a entrada corrente do algoritmo, quando
a estrutura € executada. A saida € a entrada corrente. na saida da estrutura,

A notagdo f={; — g,. g, seri usada para identificar

1§ Ay se f,
f_'[ £ caso contrario
3.1. Atribuigo

A atribui¢@o € uma estrutura sintaticamente simples. cuja semantica depende do tipo de dado
atribuido.

a<—b
A complexidade da atribuigdo também depende do tipo da amribuigio:
c(ae=b)=c(«)+c(b) (3.1-1)

onde c( « ) € a complexidade da atribuiciio para o tipo do dado a. Assim, c( « ) pode ser a

complexidade da inser¢io de um nodo num grafo se a € tipo grafo. ou a atualizagio de uma
matriz se a ¢ uma matriz, eic... .

3.2. Segiiéncia
Esta estrutura simples tem também uma equagio de complexidade muito simples.
a:b

A complexidade da seqiiéncia € a soma das complexidades dos componentes, isto é:
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c(a:b)(n):=c(a) (n)+c(b) (n) (3.2-1)
onde n' ¢ o tamanho da entrada ap6s a execugiio de a dado que antes da execugiio era n.

A ordem de execugdo de uma seqiiéncia € importante no ciiculo da compiexidade, a qual pode
variar sensivelmente com uma alieragdo dessa ordem. A complexidade varia quando a execugio
de a altera o tamanho do problema sobre o qual b vai atar. Um exemplo: a e b atuam sobre uma
lista, a execugdo de areduz o tamanho da lista e b faz uma procura segiiéncial na lista.

Muitas vezes, a complexidade de a € absorvida pela de b. ou vice-versa.

3.3. Condicional

A estrutura condicional pode tomar vanas formas. sendo aqui adotada u mais usual:
if athen b else ¢

A complexidade associada ao if € a complexidade da avaliacio de a mais a complexidade de bou
a complexidade de ¢ Esta escolha depende também do critério de complexidade.

c(if a then b else ¢):= c(a) + max (c(b), c(c))
Entende-se como c(a) a complexidade da avaliagio de a
A CPC define max como:
max (f,g)= (@ N)(Vn2N) f(n) > g(n) — f,
(3 N)¥n2N) g(n) >f{n)—bg.ﬁ (3.3-1)
com h(n) = (f(n) > g(n)) = f(n), g(n).

Usualmente, depois de um certo n, f(n) € sempre maior que g(n), ou vice-versa, e max(f, g=f
ou g, respectivamente. Entretanto pode acontecer, como no caso abaixo, de max(f, g)=h
Imaginemos, por exemplo, um algoritmo que manipula grafos e efetua duas operagdes, uma cuja
complexidade depende exclusivamente do nimero de arestas e outra cuja complexidade varia
exclusivamente com o numero de nodos. A fungiio tamanho da entrada, do algoritmo, tem duas
componentes, numero de arestas ¢ numero de nodos, combinados de alguma forma (somados,
por exemplo). O algoritmo constitui-se de um condicional cujo ramo then efetua uma das
operagdes, por exemplo aquela dependente do nimero de arestas e o ramo else efetua a outra
operagdo. Aumentando o numero de arestas somente aumenta a complexidade do ramo thep e
aumentando o nimero de nodos somente aumenta a complexidade do ramo else. Assim,
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aumentando convenientemente a entrada. a complexidade de cada ramo pode superar a do outro
¢ conseqiientemente max(f, g) = h. Nesse caso a CPC tomard o maximo pontual.

Se a estrutura condicional nio possui a parte else a complexidade fica simplificada:
c(if a then b ):=c(a) + c(b).
3.4. Ireragio
A lteragdo também ¢ uma estrutura simples para o cdlculo da complexidade.
for k=ito jdo a
A complexidade da iteragio tem dois casos a se considerar:
a) Se n ndo varia durante a execugio de a. tem-se:
c(for k=ito jdo a)=(ji+l).cla (3.4-1)

b) Se entretanto o tamanho da entrada varia com a execucdo de atem-se:

J-i y
c(for k=ito jdo a)(n)= Y c(a) ((n)) (3.4-2)
k=0
onde t(n) = "o tamanho da entrada apés a execuciio de a dado que antes da execugio era n”,
t**1(n) = ti(n)) e %n) = n.
E bem comum o caso b), com t(n) = n e c(a) um polindmio de ordem k. Entio
c(for k=ito j do a)(n) = 0(nd).

Outro caso freqiiente € aquele em que, c(a) = 0(n"), tn) = n-c (isto €. a tem complexidade
polinomial de ordem r e o tamanho do problema decresce de uma constante chi=lej=n
Entio

n
c(for k=it jdo a)(ni= $ (n-ck)’ = 0(n™!)
k=0

Se j- i independe de n, tem-se um somatdrio com um nimero fixo de parcelas. No caso mais
usual a maior parcela absorve as demais e define a complexidade da iteragio,
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3.5. Iteragdo Condicional

Exemplificaremos com um tipo de iteragdo condicional. Qutros tipos seriam tratados de forma
similar.

while a do b

A complexidade do while ¢ definida indutivamente como a complexidade da avaliagio de a e, se
a ¢ true, mais a complexidade de b e mais a complexidade do while com a nova entrada
resultante da execugio do b.

¢( while a do b)(n) :=c(a)n) + {—a= 0, c(b)(n) + c( while ado b )((n))]],
onde t(n) = "o tamanho da entrada apos a execugiio de b.dado que antes da execugdo era n”,

c( while a do b)(n) :=|[c(ai +c(b)](n) + [cta) +c(b)] (1(n)) + . . . + c(a) (rk(m)
k-1
=c(@ t*n)+ I [c(@) +c(b)] (ti(n)) (3.5-1)
1=0
com k =max S(n) e
S(n) = [k /existe uma segiiéncia de entradas sucessivas da estrutura de
tamanhos n, t(n), 1(t(n)),. .., t*(n), tal que avaliaram a como true, |

exceto na ultima entrada da seqiiéncia ).

A expressdo (3.5-1) maximiza o nimero de vezes que o while ¢ executado e maximiza as
complexidades deae b.

Em geral c(a) € absorvida por c(b) e entdo tem-se:

k-1 A
c(while a do b)(ny=c(a) t*(n)+ I c(b)ri(n);
1=0

se além disso t%(n) é uma constante a equagio fica assim:

k-1 -
c(while a do b)(n)= I c(b) t'(n),
=0

e 0s mesmos casos da iteragido incondicional se apresentam,
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4, Conclusoes

Foram analisadas algumas estruturas algoritmicas, as mais usadas na programagio imperativa,
quanto a complexidade por elas geradas.

As estruturas foram associadas equagdes de complexidade, em geral bastante simples.
Enrretanto, alguns cuidados sdo importantes e podem afetar sensivelmente a aplicagdo das
equagdes. O acompanhamento da vanagio do tamanho do problema em cada aplicagio de uma
equagio é um cuidado importante. Cada estrutura, como foi visto, tem suas particularidades s
quais se deve estar atento. A complexidade da atribui¢do depende do upo do dado envolvido. No
condicional, s vezes € necessdrio considerar o maximo pontual das complexidades das partes
then e glse. Na iteragio é importante verificar se o tamanho do problema varia duranie a
execugio, pois a nio variagdo simplifica o cdlculo da complexidade. Na iteragio condicional, a
equagio (3.5-1) faz uma estimativa muito pessimista da complexidade, talvez exagerada. Esta
estimativa pode ser suficiente, por exemplo. se esta complexidade € absorvida em outro passo.
Entretanto, se for necessirio uma maior precisio, a complexidade pode ser ajustada através de
uma andlise individualizada do caso.

Assim, fica definida uma metodologia para cdlculo de complexidade que deve ser um incentivo
andlise da complexidade de algoritmos.

Estruturas algoritmicas mais gerais como Divisido e Conquista ¢ Programagdo Dinamica foram jd
analisadas em outros trabalhos [TOS & VEL 85] e [TOS & VEL 86].

Este é mais um trabalho no sentido de facilitar a andlise da complexidade de algoritmos e
antecipé-la tanto quanto possivel para a fase de desenvolvimento do algoritmo.
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