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Resumo 

As complexidades induz.idas por estruturas algorítmicas são identificadas e expressas por 

equações. Com base nessas expressões de complexidade e proposta uma metodologia para o 

cálculo da complexidade de algoriunos. 

l. Introdução 

A análise da complexidade de um algoritmo é real izada de maneira muitO panicular. o que é 

compreensível. já que a complexidade é uma medida que tem parâmetros bem paniculares do 

algoritmo. como a função tamanho da enrrada e as operações fundamentais. Apesar disto alguns 

conceitos são gerais, no sentido que só dependem da eStrUturd do algoritmo. São esses conceitos 

gerais que serdO explorados neste anigo. 

o objetivo deste trabalho é. pois, apresentar as complexidades intrínsecas que possuem as 

estruturas algoritmicas e propor uma metodologia de análise da complexidade de algoritmos 

baseada nessas complexidades intrinsecas. 

2. Definição de Complexidade 

A complexidade de tempo de um algoritmo. ou simplesmeme a complexidade como será 

chamada neSle trabalho. é a quantidade de rrabalho dispendida pelo algoriltno. 

Para medir esta quantidade de trabalho é escolhid~ uma operação chamada operação fundamental 

e então é contado o numero de execuções dessa operação n~ execução do algoritmo. 
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Eventualmente podem ser consideradas mais de uma operação fundamental. com pesos 

diferentes. 

Esta contabilização de execuções da operação fu ndamental não é constante para um algoritmo, 

pois depende da entrada. É função. em geral. da quantidade de infonnação da enrrada. A medida 

da quantidade de infonnação da qual depende a complexidade, por sua vez. varia de problema 

para problema e é chamada tamanho da entrada ou tamanho do problema. 

A medida da complexidade de um algoritmo c: penamo uma medida panicular. porque depende 

da escolha da operação fundamental e do critério usado no cálculo do tamanho da enD1lda. Só faz 

sentido. ponamo. comparar complexidades de algoritmos de uma mesma classe (mesma 

operação fundamental e mesma função tamanho da entrada). Realmente. o interessante é 

comparar algoritmos que resolvem um mesmo problema e em geral esses algoritmos estão na 

mesma classe. Além disso. a complexidade de um algoritmo pode depender não só do tamanho 

da entrada, mas tambem da enrrada em pal1icular. 

Chamando En o conjunto das enrradas de tamanho n. tomando e e En e chamando c(e) o 

número de execuçC>es da operação fundamenrul. tem·se ~para a entrada e): 

CPC(n ) = ma. c(e) 
e e E n 

que é chamada complexidade no pior caso. Ourras medidas de complexidade também podem ser 

usadas. mas neste rrabalho vamos tratar somente da complexidade no pior caso. 

Um algoritmo. segundo [KNU 83] . é um método abstrato que computa a solução de um 

problema. Um problema ([VEL & VEL 81]) é uma tema p = < D. R, q >. onde D é o domínio 

de dados. R o domínio de resultados e q uma relação de D em R que define o problema. A 

solucão de um problema p = < D. R, q > é uma função a : D .... R tal que ('tfd E D)«d, a(d)) E 

q). Logo, dado um problema p = < D, R, q > e uma solução ex para p. um algoritmo aO. é um 

mélOdo abstrato que computa a . 

Dado um problema p = < D. R, q >, com solução a. seja a. o conjunto dos algorionos que 

computam a . Para calcular a complexidade de um algoritmo a e a é necessário escolher a 

operação fundamental (ou operações fundamentais) e definir a função que dá o tamanho da 

enrrada. Se houver mais de uma operação fundamental é necessário definir o peso de cada uma. 

Seja E o conjunto de todas as seqüências de execuções de operações fundamentais. Tem·se 

então o seguinte diagrama: 
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8 execução 
>------+E 

CUSI(l 

f 

Figura 1 

Onde: 

• execução: Q. x D --+ E : execução(a. d) := seqüência de execuções de operaçõe ~ 

fundamentais efetuadas na execução do algoritmo a. com enDãda d. 

• CUSIO: E --+ K ; cusro(s ):= comprimento da seqüência s. definido conforme o peso 

estabelecido para as operações fundamentai s. 

• ulI7UJnho : D --+ K : ramanho(d) ;= tamanho da entrada d . 

Escolhidas as funções fundamentais e lamanho. o conjunto Q. é panicionado (ficam na mesma 

classe os algoritmos com mesmas funções fundamentai s e mesma função {amanh o) . A 

complexidade é então definida denrro de cada classe. Considere A como uma dessas classes e 

defina a complexidade de um elemento de A, como uma função do tipo K --+ l\. 

A complexidade é penamo um funcional do tipo A --+ ( K --+ N: ). isto é complexidade: A --+ f 
e f:={ f/f : l\ -+ 1\ ). Para a E A. complcxidade(a) = f. f : 1\ -+ l\ . 

Note que a função zamanho nâo é inversível. Dado n E t\ . quem é f(n)? Para avaliar f(n ) é 

necessário considerar todas as enrradas d E D com ramanho(d ) = n. calcular cusro(execução(a, 

d» e então confonne o cri tério de complexidade desejado estabelecer f(n). Assim pode-se dizer 

que: 

f (n):= avaliação({ cuslO(execllção(a. d))1 d E D e ramanl",(d ) = n}). 
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E cusro(execuçdo(a, d» pode ser chamado desempenho de d em a, ou simplesmente 

desempenho de d. quando está claro quem é a, isto é. desempenho(d ):= cuslo~e.xecução(a. d». 

o cálculo de (n), ponamo, envolve a avaliação de um conjunto (conjunto de todos os 

desempenhos de dados de tamanho n). Esta avaliação depende do critério de complexidade 

desejado. 

Dados a e a e n E l\ . seja 

50 := ( desempenho(d ) / d E D e tamanhn(d ) = nJ . 

CPC(n):= avaliaçãoCPC (5 n) := max 5n 

Usualmente o algoritmo é consrruido e depois analisado quanto ~ complexidade . O processo 

entretanto, seria mais eficaz se a complexidade fosse um fa tor integrante do projetO do 

al~oritmo. Uma metodologia de cálculo de complexidade pOderia incentivar eSta prática. Mas, 

apesar da complexidade no pior caso ser uma medida muitO particular à classe A do algoritmo 

que está sendo analisado (pois. depende d3 função tamanho e das operações fundamentais). 

alguns aspectos do cálculo da complexidade não dependem do que faz o algoritmo m3S somente 

da sua eSOlllura e assim podem ser generalizados. 

Assim. uma metodologia de cálculo de complexidade para estruturas algorítmicas pode ser 

desenvolvida. 

3. Complexidade das Estruturas Algorítmicas 

Serão estudadas, uma a uma, as seguintes principais eSOllluras algorítmicas: 

a~b ; 

a; b ; 

ifathen belse c ; 

for k = i1o jdo a ; 

while a do b ; 

~: c(a) = complexidade de a no pior caso. 
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A complexidade de um aJgoriono pode ser definida como a soma das complexidades das suas 

várias panes. A complexidade de uma pane pode ser absorvida pela complexidade de outra pane 

no seguinte caso: 

A complexidade de a é abSOlvida pela complexidade de b. se 

3c 3N \in" N complexidade(a)(n) $ c . complexidade(b)(n). E pode-se dizer que 

complexidade(a) + complexidade(b) = compJexidade(b). 

Uma complexidade é absorvida por outra. por exemplo. se ambas sflo polinômios de mesmo 

tipo. neste caso a de menor ordem é absorvida. 

Para cada estrutura considera· se a entrada como sendo a entrada corrente do algoritmo. quando 

a estrutura é executad:..t. A saída é a entrada corrente. n;1 saída d:1 esrrutura. 

A notação f = f I ~ g l' g~ será usada para identificar 

3.1. Atribuição 

se f J 

caso contr3no 

A aDibuição é uma estTutura sintaticamente simples. cuja semántica depende do tipo de dado 

atribuído . 

...... b 

A complexidade da atribuição também depende do tipo da atribuição: 

c( ...... b )=c( <- )+c( b ) (3. 1-1 ) 

onde c( ~ ) é a complexidade da atribuição para o tipo do dado a. Assim. c( ~ ) pode ser a 

complexidade da inserção de um nodo num grafo se a é tipo grafo. ou a atualização de uma 

matriz se a é uma matriz. etc .... 

3.2. Seqüência 

Esta esttutura simples tem lambe:m um:.! equação de complexidade muito simples. 

a ; b 

A complexidade da seqüência é a soma das complexidades dos componentes. isto é: 
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c( a ; b) (n) := c(a) (n) + c(b) (n') (3,2-1) 

onde o' é o tamanho da entrada após a execução cc a dado que antes da execução era n. 

A ordem de execução de uma seqüência é imponaOlc no cálculo da complexidade. a qual pode 

variar sensivelmente com uma alteração dessa ordem. A complexidade varia quando a execução 

de a altera o tamanho do problema sobre o qual b vai atuar. Um exemplo: a e b atuam sobre uma 

lista. a execução de a reduz o tamanho da lista e b jaz uma. procura seqüência! na lista. 

Muitas vezes. a complexidade de a é absorvida pela de b. ou vice-versa. 

3,3. Condicional 

A estrutura condicional pode tomar "árias formas. sendo aqui adotada a mai s usual : 

ir a lhe" b else c. 

A complexidade associada ao ir é a complexidade da avaliação de a mais a complexidade de b ou 

a complexidade de c. Esta escolha depende também do critério de complexidade. 

c( if • Ihen b else c):= c(a) + ma.< (c(b), c(c)) 

Entende-se como c{a) a complexidade da avaliação de a. 

A CPC define max como: 

max (f, g) = (3 N)('v'n " N) f(n ) > g(n) -+ f. 

(3 N)(vn "N) g(n) > f(n ) -+ g , h (3.3-1) 

com h(n) = (f(n) > g(n)) -+ f(n), g(n). 

Usualmente. depois de um ceno n, [(n) é sempre maior que g{n). ou vice-versa, e max(f, g) = f 

ou g. respectivamente. Entretanto pode acontecer, como no caso abaixo, de max(f, g) = h. 

Imaginemos, por exemplo, um algorimlO que manipula grafos e efetua duas operações, uma cuja 

complexidade depende exclusivamente do número de arestas e outra cuja complexidade varia 

exclusivamente com O número de nodoso A função tamanho da entrada. do algorirmo, tem duas 

componentes. número de arestas e número de nodoso combinados de alguma fonna (somados, 

por exemplo). O algoritmo constitui-se de um condicional cujo ramo ~ efetua uma das 

operações, por exemplo aquela dependente do número de arestas e o ramo d& efetua a outra 

operação. Aumentando o número de arestas somente aumenta a complexidade do ramo 00 e 

aumentando o número de nodos somente aumenta a complexidade do ramo d.s.t.. Assim, 
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aumentando convenientemente a entrada. a complexidade de cada ramo pode superar a do outro 

e conseqüentemente max(f, g) = h. Nesse caso a CPC tomarei o máximo pontual. 

Se a estrutura conclicionaJ não possui a pane ~ a complexidade fica simplificada: 

c( if " then b ):= c(a) + c(b). 

3.4. Iteração 

A iteração também é uma esuumra simples para o cjlculo da complexidade. 

for k = i to j do a 

A complexidade da iteração tcm dois casos a se considemr: 

a) Se n não varia durante a execução de a. lem·se : 

c( for k = i 10 j do a ) = (j- i+ l) . c(a) 

b) Se cnD"etanlO o tamanho da entrada varia com 3. execução de a tem- se: 

j. i 
c( for k = i to j do a ) (n) = I c(a) (tk(n» 

k=O 

(3.4- ] ) 

(3 .4-2) 

onde t(n) = "o tamanho da entrada após a execução de a dado que antes da execução era n", 

tk+ 1(n) = tk(t(n» e 10(n) = n. 

É bem comum o caso b), com t(n) = n e c(a) um polinômio de ordem k. Então 

c( for k = i 10 j do a ) (n) = O(n.i). 

Ourro caso freqüente é aquele em que, c(a) = O(n')_ t(n) = n-c (is lO é, a tem complexidade 

polinomiaJ de ordem r e o tamanho do problema decresce de uma constante cl t i = I e j = n. 

Então 

n 
c( for k = i tO j do a ) (n) = I (n -ck)' = O(n(+l ) 

k=O 

Se j - i independe de n, tem-se um somatório com um número fixo de parcelas. No caso mais 
usuaJ a maior parcela absorve as demais e define a complexidade da iteração. 
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3.5. I,eração Condicional 

Exemplificaremos com um tipo de iteração condicional. OutrOS tipos seriam tratados de forma 
similar. 

while a do b 

A complexidade do while é definida indutivamente corno a complexidade da avaliação de a e. se 

:) é true , mais a complexidade de b e mais a complexidade do while com a nova entrada 

resultante da execução do b. 

c( while a do b )(n) := c(a)(n) + I ~ a .... O. I c(b)(n) + c( while a do b )(,(n))] J. 

onde t(n) = "o tamanho da enrrada após a execução de b.dado que aOles da execução era n". 

e( while a do b )(n) := Ida , + c(b)](n l + le,a) + c(b)] (I(n)) + ... + c(a) (,k(n» 

com k = rnax S(n) e 

k-l 
I Ic(a) + e(b)] (,'(n» 
,-o 

S(n) = (k I existe urna scqüéncia de entradas sucessivas da esuurura de 

(3.5·1) 

tamanhos n. t(n), t(l (n» .... , I"(n). tal que avaliaram a como true. 

exceto na última entrada da seqüência J. 

A expressão (3.5-1) maximiza o número de vezes que o while é executado e maximiza as 
complexidades de a e b. 

Em geral c(a) é absorvida por c(b) e en,ão ,em·se: 

k·J 
c( while a do b ) (n):= c(a) ,k(n) + I c(b) , i(n); 

i=O 

se além disso tk{n) é uma constante a equação fica assim: 

k·} 
c( while a do b ) (n):= I c(b) ,i (n), 

i=O 

e os mesmos casos da iteração incondicional se apresentam. 
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4. Conclusões 

Foram analisadas algumas estruturas algoritmicas. as mais usadas na programação imperativa, 

quanto a complexidade por elas geradas. 

Às estruturas foram associadas equações de complexidade. em geral bastante simples. 

Entretanto. alguns cuidados são importantes e podem afetar sensivelmente 3. aplicação das 

equações. O acompanhamento da variação do tamanho do problema em cada aplicação de umJ 

equação é um cuidado imponante. Cada esrrutura. como foi vislO. tem suas parricularidades às 

quais se deve estar atemo. A complexidade da arribuiçJo depende do tipo do dado envolvido. No 

condicional. às vezes é necessário considerar o máximo pontual das complexidades das panes 

~ e~. Na iteração é imponante verificar se o tamanho do problema varia durante a 

execução. pois a não variação simplifica o cálculo da complexidade. Na. iteração condiciona.l. a 

equação (3.5-1) faz uma estimativa muito pessimista da complexidade. talvez exagerada. Esta 

estimativa pode ser suficiente. por exemplo. se esta complexidade é absorvida em outro passo. 

Entretanto, se for necessário uma maior precisão. a complexidade pode ser ajustada através de 

uma análise individualizada do caso. 

Assim, fica definida uma metodologia para. cálculo de complexidade que deve ser um incentivo à 

análise da complexidade de algoritmos. 

Estrururas algoríttnicas mais gerais como Divisão e Conquista e Programação Dinâmica foram já 

analisadas em ourros rrabalhos [TOS & VEL 85J e [TOS & VEL 86J. 

Este é mais um trabalho no sentido de facilitar a análise da complexidade de algoritmos e 

antecipá-la tanlO quanto possível para a fase de desenvolvimento do algoritmo. 
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