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PROGRAMACAO DINAMICA E METODO GULOSO

Laira VIEIRA Toscani*
PauLo Aucusto S. VELoso**

RESLMO
A Programacao Dinamica e o Método Guloso sao dois métodos de desenvolvimente de algorit

mos. Neste trabalho & provado que qualquer problema que pode ser resolvido pelo Metodo
Guloso, pode tambem ser resolvido por Programagao Dinamica.

ABSTPACT

Dynamic Programming and Greedy Method are methods for developing algorithms. This paper
proves that any problem that can be solved hy the Greedy Method can also be solved Dyna
mic Programming.
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1. INTRODUCAD
0s metodos de desenvolvimento de algoritmos estudados neste trabalho sao 2
Programacao Dinamica e o Metodo Guloso. A Programacao Dinamica € um método ascendente,
que usa a solucao de problemas menores para solucionar problemas maiores, enquanto o Me
todo Guloso & especialmente empregado em problemas cuja solucao pode ser atingido a par
tir de uma seqliencia de decisoes. A cada passo, pelo Metodo Guloso & escolhido um ele-
mento da entrada e decidido se este elemento faz parte da solucao ou nao.Um mesmo ele-
mento nao & reexaminado, assim, apos uma seqllencia de decisoes € atingida a solucao.

Serao apresentados formalizacoes para os dois metodos, consistindo de um pro-
grama abstrato e um conjunto de axiomas. Tomado um problema resolvivel pelo Método Gu-
loso e uma instancia do método que o resolve & definido uma instancia da Programacdo Di
namica que resolve também o problema. Assim, sera provada uma idéia intuitiva que se
tinha que o Metodo Guloso € um subcaso da Programacao Dinamica.

2. DEFINICOES

Nesta seccao serao apresentadas as definicoes necessarias ao desenvolvimento
do trabalho.

De acordo com Veloso em [VEL 83], um problema e uma terna p = <D,R,q> , on
de D @ o dominio de dados, R dominio de resultados e q uma relacao de D em R que define
o problema. A solucao de um problema p = <D,R,q> €& uma funcdo a: D»R tal que ¥d € D
(d, a(d)) € q.

E algoritmo, segundo Knuth em [KNU 69] & um metodo abstrato de computar uma
funcao. No caso a funcao @ a solucao o. Assim, dada um problema p = <D,R,q> e conhe
cida uma solucao a para p, um algoritmo a_ & um metodo abstrato que computa a.

Um método de desenvolvimento de algoritmos (mda) € um par (Prog, Axio), onde
um programa abstrato definido a partir de funcoes sintaticamente bem definidos

e Axio e um conjunto de axiomas que definem a semantica dessas funcoes.

Prog.

I

Se m = (Prog, Axio) & um mda, uma instancia de m € uma instancia de Prog que
satisfaz Axio. Se p € um problema e a & solucao de p, entao i(m,p,a) € o conjunto de
todas instancias de m (algoritmos aa) que computam . E D(m) dominio de m € o conjun-
to de todos pares (p,a) tal que p @ um problema, « e solucao de p e i(m,p,a) = ¢.

Se m, e m, sao dois mda's, diz-se que m, [ m, sss (se (p,a) ¢ D(my) entao
3 o' t.q. (p,a) € D(m,))).

Muitas vezes, dado um problema e preciso prepara-lo ou transforma-lo para en-
tao, atraves de um mda projetar um algoritmo que resolva o problema modificado e a par-
tir dessa solucao atingir uma solucao do problema original. A esta fase do processo de
construcao de uma solucao para um problema chama-se reducao.
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A redugao foi definida em [VEL 84] como: dados dois problemas p = <D,R,q> e
p'=<D',R',q'>, uma redugdo I' de p em p' & um par de fungoes <t,v> tal que t:D -+ D' e
v: D' x R' +R. Se diz que T & uma reducdo boa sss para qualquer solugdo a':D' + R de
p', n: D+ R definida como a(d) = v(t(d), a'(t(d)) @ uma solugao de p.

0s mda's Metodo Guloso e Programagao Dinamica requerem uma preparagao do pro
blema, uma redugao portanto.

Serao usadas as seguintes operacoes entre fungoes: (fog)(x) = f(g(x)), (fxg)
(x,y) = (f(x), gly)) e(f,g)(x) = (f(x), g(x)).

3. PROGRAMAGAD DINAMICA

Para resolver um problema por Programagao Dinamica & necessario uma  redugao
<t1. vy> tal que 4 calcula o tamanho do problema, o decompoe em prublemas triviais cuja
solugao e obtidafacilmente e resolve-os (t]=(decomp6e, inicializa o decompoe, tamanho))
e v, € uma fungao que recupera a solugao de uma variavel m dada como saida duv programa.

A Programacao Dinamica & definida pelo par (PROG.DINAMICA, PDAX) como segue:

Sejam 0 conjuntc de seqliencia de problemas, M conjunto de seqliencias de solu-
goes.

TAMANHO *

Fig. 1: Diagrama Sintatico da Programagao Dinamica

resolve’ & um predicado de 02 x M tal que: resolve ((Pys === By (Pys -os
pb’ (r1. e rka) P2 Py cees Py sao problemas triviais, pi, s p'k' foram obtidos
a partir de Pys =ees Py € rj e solugao de pj T W TR [y

Programa: PROG.DINAMICA

v(p,m,n) : resolve+(p.p.m)
entrada: p,m,n
- p'+p
. minimo « tamanho+(p)
. para k = minimo até n-1 faca
(p'sm) «+ (combina, atualiza) (p',m)
. fim-para
y(p,n,p',m) := resolve+(p,p'.m) tamanho+(p') =n

o B ow N -
-
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Dada uma seqléncia de problemas p de tamanhc minimo, a cada iteragao da

malha das linhas 3 a 5 & criado (fungao combina) uma nova seqliencia de problemas de ta-

manho k+1, resolvida (fungao atualiza) a seqliencia de problemas & os resultados guarda-
dos em m.

Y e ¥ sao respectivamente as assergoes de entrada e saida do programa a fun-
¢ao t] deve garantir ¥, enquanto Y e a fungao Vi garantem a solugao do problema.

Axiomas: PDAX

APD1: (¥p)(¥p') {resolve+(p,p'. m) + reso1ve+(p,combina(p‘,m).
atualiza(p',m)'}

APD2: (V¥p)(¥m) tamanho'(combina(p,m))=tamanho’ (p)+i

APD1 diz que (combina, atualiza) mantem a condigac de solugao de problemas e

APD2 que a cada combinagao de problemas (fungao combina) o tamanho dos problemas aumen-
tam de 1.

4. Metodo Guloso

Antes de se aplicar o Método Guloso a um problema, em geral & necessario clas
sificar os dados para que seus elementos obedecam uma certa ordem, que permita que a
cada passo seja selecionado um elemento e seja pussivel no momento verificar a viabili-
dade de sua presenca na solugao do problema. A redugao utilizada & um par <t2. Vo> onde
t, e uma fungao de classificagao e v, pode ser a fungao identidade. 0 Método Guloso @
definido pelo par (GULOSO, GUAX), onde GULOSO & um programa abstrato e GUAX um conjun-
to de axiomas definidos comc segue.

Sejam P conjunto de probiemas, S conjunto de solugoes e E conjunto de elemen-
tos da entrada (E+ = P).

RESULTADO

COMPRIMENTO

®m°

soLucio

Fig. 2: Diagrama Sintatico do Métoco Guloso
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Programa: GULOSO
¥(p) := comprimento(p)=0 A resultado (p,p,@)

entrada: p
1.s+«0
2. n -~ tamanho(p)
3. p'+p
4. para k=0 ateé n-1 faca
invariante: resultado (p,p',s) A comprimento(p')=k
5. e « seleciona(p',s)
6. p' « retira (p',e)
' se viavel (e,s) entao
8. s + inclui (e,s)
9. fim-se
10. fim-para

¥(p,s): solugao(p,s)
A cada iteragao da malha das linhas 4 a 9 € selecionado um elemento da entra-
da e se este elemento & viavel € incluido na solugao parcial.
Fungoes e Predicados auxiliares:

- solugao: PxS + {T,F} & a condigao de solugao do problema, i & solugao(p,s)
:=s & solugao de p

- resultado: PxPxS + {T,F} @ a condigao de solugao parcial, i.e resul tado
(psp'ss) := (3s') [solugao(p,s') A s = {x/x € (p-p')rx € s'})

- comprimento: P +IN da o nimero de elementos da entrada que ja foram consi-
derados.

Axiomas: GUAX

AGI:(¥p)(¥p')(¥s){[resultado(p,p',s) A viavel(seleciona(p',s),s)]
+ resultado(p, retira(p', seleciona (p',s)),inclui(selecio-
na(p',s), s))}

AG2.(¥p)(¥p')(¥s){[resultado(p,p',s) A = viavel(seleciona(p',s),s)]
+ resultado {p, retira(p)seleciona(p’,s)), s)}

AG3.(¥p) comprimento(reitra(p,seleciona(p,s)) = comprimento(p) + 1

AG4.(¥p)(V¥p')(¥s){[comprimento(p') > tamanho (p) » resultado (p,p',s)]
+ solugao(p,s)}

Os axiomas AGl e AG2 dao as condigoes de solugao parcial, AG3 define o compor
tipenta da fypsic comnpimanta p o Avipmy BRA A3 3 rondicie de selugin.
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5. METODO GULOSO C PROGRAMAGAO DINAMICA

Chame m, =(GULOSO,GUAX) e seja (p,a) € D(m,). Entao p & um problema resolvi-
vel pelo Metodo Guloso e o uma solugao de p (1(m‘.p.u) #P). Seja GU ci(m].p.a). GU e
uma instancia de my» que encontra a solugao o, para p. GU = (PGGU,AXGU).PGGU & uma ins
tancia de GULOSO (obtida pela instanciagao das fungoes: tamanho, seleciona, retira. in-
clui e do predicado viavel) enquanto AXGU & uma instancia de GUAX (obtida pelas instan-
ciagoec de comprimento e resultado, além das instanciagOes estabelecidos em PGGU).

Seja m, = (PROG.DINAMICA, PDAX). Se quer mos trar que my CM,. Assim e preci-
so definir PD si(mz,p.a'). onde a' € uma solugao de p. Entao PD = (PGPD, AXPD) & uma
instancia de m,. PGPD e instancia de PROG.DINAMICA ootida pela instanciagao das fun-
coes tamaqho+. combina e atualiza,e AXPD uma instancia de PDAX obtida pela instancia-
¢ao das fungoes acima como em PGPD e da instanciagao do predicado resolve .

Considere as seguintes instanciagoes:

-Q:=P,M:=5S
combina := retira o (IPxnS, seleciona), onde wX:X+{A} e IX "
a fungao identidade em X
atualiza := se viavel o (seleciona, nPxIS)
entao inclui o (seleciona, wPxIS)
senao (nP,IS)
tamanho® := comprimento
resolve’ := resultado

Redugao:

L4 (decompoe, inicializa o decompoe, tamanho), onde:
decompbe := t,; inicializa := +@#; tamanho := tamanho
vl := IS

Agora, para provar que realmente PGPD, recebendo t](p) como entrada para
dando a safda (p',m) tal que v](p',m) é solugao de p, € preciso mostrar que os axiomas
AXPD e w(t](p)) sao satisfeitos. A verificagao dos axiomas e ¥ pode ser facilmente ob
tida.

6. CONCLUSDES

Este trabalho mostra que & possivel definir formalmente métodos de desenvol
vimento de algoritmos e provar propriedades deles e entre eles, como & o caso dos mda's
Programagao Dinamica e Metodo Guloso. Provou-se que a Programagao Dinamica & pelo menos
tao geral quanto o Método Guloso, pois qualquer problema resolvivel pelo segundo & tam-
bém resolvido pelo primeiro.

Outros resultados nessa linha estao sendo pesquisados, como Programacao Di
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namica C Divisao e Conyuista e propriedades referentes a complexidade de algori tmos
gerados por mda's, publicados em [TOS 85], [TOS 86) e [TOS 87].
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