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Resumo

Especificagbes sao tratadas como apresentagio de teorias, ou seja, teorias em lingua-
gens poli-sortidas de primeira ordem definidas por um conjinto de axiomas.

Discutimos o papel fundamental desempenhado pelo Teorema da Modularizacio no
processo de implementagao pelo paradigma do passo canonico e na passagem de parametros
nas especificagoes parametrizadas. Apresentamos uma demonstracio do Teorema da Mo-
dularizagao que introduz uma nova forma de se consiruir teorias: a teoria guocienie
induzida por uma interpretacio.

Abstract

Specifications are treated as theory presentation, i.e., theories in many-sorted first-
order languages presented by a set of axioms.

We discuss the fundamental role played by the Modularization Theorem in the process
of implementation by means of the canonical step paradigm and in parameter instantiation
of parameterized specifications. We also present a proof of the Modularization Theorem
that introduces a new concept: the quocient theory induced by an interpretation.

1 Introdugao

O Teorema da Modularizagao (TM) desempenha papel fundamental no processo de refina-
mentos sucessivos, sendo uma ferramenta basica para a composicao de passos canénicos de
implementacao, bem como na instanciacio de parametros em especificacoes parametrizadas
([6], [15]). Este resultado também é importante na aplicagao de métodos de resolugao de pro-
blemas e na formulagao de modelos precisos para o processo de desenvolvimento de programas
(15l [11], [16], [17)).

Neste trabalho discute-se e ilustra-se a importancia desse resultado e apresenta-se uma
demonstracao, baseada em uma técnica nova, quociente de teorias, a qual parece ser de interesse
independente.
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Sabemos que as motivagbes para a proposta logica de se lidar com especificagoes formais
vém principalmente de duas fontes: a proximidade conceitual para a verificagao de programas
([7]) e a construgao de programas ([6] e [15]).

Conforme discutido e ilustrado na se¢do 2, o TM permite que o desenvolvimento formal
de especificagbes e de programas seja feita pela composigio de passos de refinamento. Além
disso, esse resultado indica de maneira natural e direta, porém precisa, como se processa a
instanciagao de parametros [14].

E importante ressaltar que essas composigdes e instanciagdes sio feitas automaticamente,
sem a necessidade de nenhum esforgo extra por parte do programador. Dai decorre a im-
portancia de demonstragoes do TM: versoes construtivas indicam algoritmos para a sua aplicagao.
Mais ainda, outras demonstragoes aumentam o elenco de alternativas, possibilitando a escolha
em cada caso. Trata-se, portanto, de um caso claro onde a importancia de uma demonstragao
transcende sua finalidade, matematica, de estabelecer o resultado, pois indica caminhos para
implementagoes , algumas mais eficientes que as outras. Uma indicagao disto é o fato de que
esse resultado fornece a base légica para um dos sistemas, desenvolvido no Kestrel Institute,
mais sofisticados e bem sucedidos de desenvolvimento de programas por transformagoes ([10]).

A importancia (de alguma versiao) da Propriedade da Modularizagiao, para preservar a
estrutura modular, tem sido notada por varios pesquisadores ([2], (3], [14], [6]). Sua nova
demonstragao, apresentada aqui, por se basear no conceito de quociente de teoria, tem a virtude
de tratar o caso geral, poli-sortido, da mesma maneira simples e natural do caso mono-sortido,
conforme apontado em [9].

2 Importancia do Teorema da Modularizagao

Consideremos inicialmente o problema da implementagao de uma especificagao abstrata A em
uma especificagio mais concreta C, conforme descrito em [6]. Queremos obter um médulo
que represente os objetos de A em termos daqueles de C, e operagoes e predicados de A por
procedimentos usando operagoes e predicados de C.

Em termos de especificagbes formais, ou seja, teorias apresentadas por um conjunto de
axiomas, em geral precisamos estender a especificagido concreta C adicionando simbolos que
correspondam aqueles de A bem como alguns outros simbolos auxiliares. Obtemos assim uma
nova especificacio ) que ndo deve acrescentar qualquer propriedade aos simbolos de C, ja
que C estava pré-definida. Tal propriedade de uma extensao D a caracteriza como extensao
conservativa, [9]. Além disso, queremos fazer uma correspondéncia dos simbolos de A para os
de D, A =5 D, e essa correspondéncia deve preservar as propriedades de A, ou seja, todas as
consequéncias dos axiomas de A tém que ser consequéncia dos axiomas de D. Tal propriedade
caracteriza 1 como uma interpretagao de teorias, [9].

Assim formalizamos o conceito de implementacao de A em C' como uma interpretagao de
A em uma extensao conservativa, D, de C. Graficamente temos:

A D

e
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Tomando o processo de implementagao feito por sucessivas aplicagoes do “passo candnico
de implementacio” ([6]) mostrado acima, é necessario compor tais passos. Dadas as implemen-
tagoes

s
|

gostariamos de obter uma especificagio M que fosse uma extensao conservativa de E na qual
pudéssemos interpretar D. Portanto, queremos obter

A D

=
I

B

O TM garante que tal especificagao M, construida como se deve esperar, ou seja, juntando-
se as especificagoes obtidas nos dois passos envolvidos, é realmente um extensao conservativa
de E.

Agora, consideremos um dos mais antigos objetivos dos trabalhos de pesquisas em especifi-
cagoes formais: blocos padronizados a partir dos quais sao construidas especificagoes maiores e
que possam ser reaproveitadas em diferentes situagoes. Em outras palavras, podemos dizer que

a especificagio esta estruturada em uma parte “parametro” e uma parte “contexto”, ou ainda

um pouco mais formalmente, que temos uma especificagio parametrizada ([2]).

Suponha dada uma especificagio X (parametro) e uma especificacao S (parametro + con-
texto) que estende X. Desde que X esta “embutido” em S e pode eventualmente ser substituido
por uma outra especificagio Y, podemos ver S como uma espemﬁcu;.ao parametrizada por X.

Tome por exemplo a especificagao

DADO =
Spapo : dado

e a extensao
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PILHA[DADO) = DADO + PILH A onde
PILHA =

Spiua: pilha

ApiLua: vazia:— pilha
push : dado x pilha — pilha
pop : pilha — pilha
top : pilha — dado

Gp;mA : Vd:dadoe Vp : pi”ld
pop(push(d,p)) = p
top(push(d, s)) = d

pop(vazia) = vazia

Embora o par (DADO, PILHA[DADQ)) seja uma especificagio parametrizada vemos que
PILH A nao é uma especificagio .

Agora, gostariamos de instanciar DADO por virios parametros e ainda obter uma espe-
cificagao . Entao, se NAT e INT sao especificagoes dos niimeros naturais e inteiros, respec-
tivamente, PILHA[NAT) e PILHA[INT) deveriam ser pilha de naturais e pilha de inteiros,
respectivamente. O que desejamos ¢ instanciar DADO em PILHA[DADO) por NAT para
obter PILH A[N AT), e analogamente para INT.

Note que DADO nao pode ser uma parte arbitraria de PILHA[DADO]. Ao estendermos
DADO para PILHA|DADO] nao esperamos acrescentar conhecimentos novos a respeito de
DADO, ou seja, PILHA[DADO) é extensao conservativa de DADO. Isso nao significa que
o parametro DADQO possa ser substituido arbitrariamente, as propriedades da especificagao
DADO tém que ser preservadas numa instanciagio.

Formalmente, uma especificagao S é parametrizada por uma sub-especificagao X (chamada

pardmelro) se e s6 se S é uma extensao conservativa de X, e uma instanciagdo de pardmetiroé

uma interpretagao X —— Y. Graficamente temos:

X>——~ §

p

¥

Novamente, pelo TM podemos construir uma especificagio M que seja uma extensao con-
servativa de Y e na qual interpretamos S, ou seja, obtemos o diagrama comutativo

X>—— §
P

Y M

Observamos, que conforme nos sugeriu o exemplo, PILHA[NAT] e PILHA[INT)] sao instan-
ciagdes de PILH A[DADO), que sio extensoes conservativas de NAT e INT, respectivamente.
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Uma outra irea, relacionada, de aplicagio dessas idéias e técnicas é a de formalizagao de
conceitos gerais de problema (como um tipo abstrato de dados) e de métodos de resolugao
de problemas (tais como redugao, divisao e conquista, programagao dinamica, etc.) [13], [16],
[17], [11], [12]. Pois, estes métodos podem ser vistos como especificagdes parametrizadas, e
sua aplicagao a um problema dado envolve implementagoes (parametrizadas) e instanciagoes.
Estas idéias formam a base logica para sistemas sofisticados e bem sucedidos de refinamento
de programas por transformacoes desenvolvidos no Kestrel Institute [10].

3 Alguns Conceitos Basicos

Entendemos uma linguagem L conforme definida em [4], como uma linguagem poli-sortida de
primeira ordem com seus conjuntos de simbolos l6gicos e extra-logicos. Ha varias maneiras de
precisar esta idéia. Aqui usaremos a seguinte.

Denotaremos L =< S, A,d >, onde S é o conjunto de sortes, A = O + P é o co-produto’
dos conjuntos de simbolos de operagoes e predicados e d = [dg, dp] € a tinica fungao declaragio
dos simbolos de A que faz comutar o seguinte diagrama:

S'l‘
V dp
o,

onde S* é o conjunto das sequéncias finitas de elementos de S.

Uma linguagem L’ é uma sublinguagem de L quando L pode ser obtida de L’ por adigao de
alguns simbolos extra-logicos. Notagao: L' C L.

Uma teoria T consiste de todas as consequéncias de um conjunto de sentengas sobre uma
linguagem Ly. Uma apresentagdo de uma teoria T' consiste de uma linguagem L7 e um conjunto
de axiomas Gt que sao sentengas de Ly. Denotaremos T' =< Ly, Gt >. Uma especificagdo é
a apresentagao de uma teoria.

Uma tradugdo i de uma linguagem Ly =< §;, Ay,d; > em uma linguagem L; =< S3, A3, d; >
€ um par de fungoes (is,i4) onde A, —%, A, é dada por i4, o morfismo soma do co-produto a
seguir

OI — ol + P'l ——— P‘

iOl I'.‘ Iip
O— O3+ P, — P

s

e 5 % S, sao tais que o seguinte diagrama comuta:

!Na categoria dos conjuntos o “co-produto” (inico a menos de isomorfismos) de dois conjuntos O e P,
denotado por O + P, é dado pela “unido disjunta” O x {1} U P x {2} (ver [1]).
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o

d dy

)

ig S;

com i} o homomorfismo natural que estende i5 a sequéncias.

Dadas duas especificagoes Ty =< L;,G; > é e Ty =< L3,G; >, entendemos uma inter-
pretagdo Ty — T, como uma interpretagio entre teoria como definida em [4], onde i é uma
tradugao da linguagem L, na linguagem L, tal que para cada sentenga a € Ly, se G) I a entio

F i(a) (F é a relagio de dedugdo na légica considerada).

Dizemos que uma especificagio T3 =< L3,G3 > é uma eztensio de uma especificagio
Ty =< 11,Gy >se Ly D Lyese G F a € L, entao G3 I a. Denotaremos uma extensao
por T} >— T,. Uma extensao T, de uma especificagao T; é conservativa quando para todas
as sentengas a € L, se G3 I a entiao G} F a. Denotaremos extensio conservativa por
Ti>—T;.

Entendemos uma implementagdo de uma especificagio T em uma especificagao T; como
uma tripla (Ts,1, ) onde T3 (denominada mediadora) é uma especificagio tal que Ty —— Ty e
T; >>— Ts. Denotaremos T; ~+ T uma implementagio de 7, em T;.

4 O Teorema da Modularizagao
Em geral, dado um diagrama

onde e e p sao interpretagbes, ele pode ser completado para um diagrama comutativo
X>%—-§
P

R S

que também é um pushout ([2]).?

20 conceito geral e formal de um “diagrama pushout” pode ser encontrado em [1]. A relevancia desse conceito
para nossos propositos, segundo [2], é devida & precisio com que o objeto T é construido pela “combinagio”
dos objetos S e Y identificando as partes desses, dadas por X, p e e. O pushout fornece o objeto “minimal” T
e os morfismos g e h fornecem as transformagoes de S e Y, respectivamente, em 7.
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Aqui em particular, a interpretagio e é uma extensao conservativa. Nesse caso, usando a
demonstragao dada em [2] temos que g é uma extensao de p pela identidade, ou seja, g = (gs,94)
é definida por

_ ] ps emSx
9s ls em Ss— Sx

_ ) pa em Ay
ga = 14 em Ag — Ay
h é uma extensao e T' =< Ly + Lg,Gy U g(Gs) >, onde + denota um pushout de

Ly

Ls

P

Ly

O Teorema da Modularizagio que demonstraremos a seguir, nos garante que h é também
conservativa se e o for. Esse resultado é obtido por meio de uma técnica nova, quociente de
teorias, através do conhecido Lema da Interpolagdo de Craig na versao formulada como segue:

Lema da Interpolagao de Craig : Sejam as linguagens de primeira ordem L, e Ly, e as
teorias T e T} definidas, respectivamente, em cada uma dessas linguagens. Dada uma sentenga
ay € Ly tal que Ty U T; | a3, existe um conjunto de sentencas A C L, N L, tal que

T\ é para cada 6 € A
AUT F ag

Essa formulagio do Lema de Craig aparece em [8], e é denominada “splitting interpolation”.
Teorema 4.1 (Modularizagao): Dado o diagrama pushout
X>>ft— s
p

Jiceisa g

a interpretagdo h € uma eztensdo conservativa.

Demonstragdo: Sabemos que G = Gy U g(Gs).

Suponha ay € Ly tal que Gy U g(Gs) - ay.

Pelo Lema da Interpolagao de Craig ([8]) existe um conjunto A de sentengas com 3-(A) C
Y(9(Gs)) N (Gy), onde 3-(A) representa o conjunto de todos os simbolos que ocorrem nas
sentengas de A, tal que
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g(Gs)F A (i.e. g(Gg)F 6 para cada § € A),
AUGy F ay

Desde que 5(Gy) € Ly e todos os simbolos de Ly que estao em g(G's) sao tradugoes
de simbolos de Ly por p, temos A = p(/) para algum I C Ly. Entao g(Gs) & p(I) e
pHU Gy Fay

iostarfamos de mostrar que Gy + p(I) e portanto teremos Gy F ay que é o resultado
desejado, ou seja, h ¢ uma extensao conservativa.

Suponhamos inicialmente que a interpretagio g = (g4, gs) seja injetiva, isto é, g, e gs sejam
injetivas e portanto p = (pa,ps) € injetiva.

Desde que T' =< Ly + Ls, Gy U g(Gs) >, Gs = g(G's) é sobre.

Assim, para cada 9s € G temos g(vs) € g(Gs).

Logo, existe g=! : g(S) — S que é uma interpretagao, pois a € g(Gs) se e 86 se g~'(a) €
Gis.
De g(Gs)F p(I) = g(I),1 € Lx temos Gs + I.1 C Ly.
Desde que e é conservativa, G'x & I e como p é interpretagao, segue Gy + p([).
Tratemos agora do caso geral em que g = (ga,gs) ndo precisa ser injeliva e portanto
p = (pa,ps) também nao.

Vamos mostrar que a partir do diagrama

X3S 8§
P

R T

podemos construir um diagrama comutativo de interpretagoes
5 ’
X>»>t— §

-1

p

¥in ool

onde ¢ é injetiva, e portanto concluir que h é extensao conservaliva.
Defina os seguintes conjuntos de simbolos e sortes:
Ax = Ax/Ray onde Ry, = {(a,b) € Ax x Ax | pala) = pa(b)}
Sx = Sx/Rsy onde Rs, = {(r,q) € Sx x Sx | ps(r) = ps(q)}
Defina Ay dx, (Sx)* por dy([a]) = [s1]- - - [sx] onde d(a) = sy - sk
Temos portanto uma linguagem Lx =< Sy, Ax,dx >
(lonsidere a tradugao de linguagens ¢ = (t4,15) dada por:

Ay =% Ax Sy =% 8

av— [a] r—|r] =

Defina G'x = #(G'y). Portanto, Gx é um conjunto de sentencas de Ly.

Lema 4.1 Sejam , 3 féormulas de Ly .
ple) = plA) & tle) = HP)
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Seja a especificacio X =< Ly,Gy >. Por construgio X —+ X é uma interpretagio, e
toda sentenca & € Ly é da forma & = (/) para alguma sentenca 3 € Ly.

Seja o conjunto de sentengas
K¢ = {(a « 8) € Lx | t(a) = 1(6)}

Por indugao no comprimento da dedugao pode-se mostrar o

Lema 4.2 Paracada B € Ly

Gy Fi(B) e Gx UK Fp
Do mesmo modo defina § —— § com § =< Lg,Gs >.
Pelas construgoes mostra-se o segninte:

Lema 4.3 Para cada 3 € Ly, t(3) = t'(7)
e novamente por indugao no comprimento da dedugao temos:

Lema 4.4 Para cada J € Ly —
(l._\‘ F f{ﬂ} = (l's U !\-g " ;‘3

Segue imediato do Lema 4.3 que X8 ¢ uma extensao, ou seja, sea € Ly ea € Gx C Gs
entao temos que t(a) € Gy e '(a) = t(a) € Gs

Do Lema 4.4 segue que sy )
De fato, seja t(B) € Ly (B € Lx) tal que Gs - #(B)
=2 GsUKFp
= Gs k(K — B)

Desde que /5, s6 tem sentencas de Ly e X >>— S

=Gy F (K, — )
= GxUKF 3
= (/'x F t(7) pelo Lema 4.2.

Defina agora Lx oy Ly els Ay Ly U Lg por:
p=(pa.ps) onde AxIhay e Sy

[a) = pala) [r] = psir)
§=(ga.gs) onde As3% AyUAs e 8525 Sy USs
[a'] = gala’) [r] ¥ gs(r')

Pela construgao, é facil ver que j e g sao tradugoes de linguagens.

Por definigao, para cada formulaa € Ly e 4 € Ls temos p(t(a)) = pla) e §(t'(7)) = g(7).

Assim, se o € Gy, t(a) € Gy e portanto Gy F pla) = Gy F p(i(a)) = p é uma
interpretagao.

Analogamente obtemos que § ¢é interpretagao.

E facil verificar que o diagrama

3Por Ky — /3 entenda-se k — 3 onde k é uma conjungao finita de sentencas de I,
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X == s
P 7
Y h T
comuta, ja que os diagramas abaixo comutam.
& ] " = ' !
A el A B St
ﬁ1 ia ﬁﬁi gs
AY h‘ Ay Ug(As) Sy hs SY Ug(Ss}

Por definigdo, § = (Ja, Js) & tal que para cada [a], [b] € As com ga([a]) = Ga([F]) = ga(a) =
ga(b) < [a] = [b]. Similarmente para os sortes.
Portanto § é injetiva, como queriamos. O

5 Outras Aplicagoes do Teorema da Modularizagao

Indicamos a seguir alguns conceitos e resultados, iteis para o processo de desenvolvimento de
programas, que sao consequéncias do TM.

Pelo TM sabemos que implementagoes podem ser compostas. Com ele, podemos também
mostrar a associatividade dessa composigao. Realmente, dadas implementagoes A A B,B4C
eC - D, pelo TM e propriedades de pushout, temos (fog)oh = fo(goh), a menos de
isou}orﬁsmos.

E natural ter uma implementacio envolvendo especificagées parametrizadas onde a imple-
mentacao dos parametros fica claramente destacada. Um exemplo ilustrando isto é uma imple-
mentacio de CONJ[DADO] em SEQ[DADO], onde DADO néo é implementado, continuando
como parametro. Um conceito relacionado e mais simples, é o de interpretagiao parametrizada.

Dadas as especificagoes parametrizadas X >>— S, Y >>’—» T dizemos que uma
interpretagio S — T'é uma interpretagdo parametrizada quando existir uma instanciagao de
parametro X —2 Y tal que o diagrama
e

>
ta

~
S
=

comuta.

Note que, h determina p pois e e f sao extensoes.

Segue imediato que a composi¢ao de interpretagbes parametrizadas é uma interpretagio
parametrizada.
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No caso em que o diagrama acima for um pushout temos uma instanciagao de parametro.

No caso em que Y = X e p é a identidade dizemos que temos uma interpretagao de corpo.

E facil ver que podemos decompor uma interpretagao parametrizada em uma instanciagao
de parimetro seguida de uma interpretagao de corpo.

O conceito de implementagao parametrizada é uma ligeira generalizacao do de interpretagao
parametrizada. Sejam as especificagbes parametrizadas X >>!-—-4 S, Y >>—sTeZ ))-h—b R.
O diagrama

S i o

R
define uma implementagdo parametrizada se existir uma implementacao

il

X Y
: ’ $
Z
tal que o diagrama a seguir comuta
7 S—
d A ]
X 1] Y e
i
e ‘ B
z/

A composigao de implementagdes parametrizadas é uma consequéncia do Teorema da Mod-
ularizagao e da propriedade universal do pushout.

Dada uma implementagao parametrizada, como acima, dizemos que temos uma imple-
mentagdo parametrizada instanciada quando o diagrama horizontal é um pushout (de instan-
ciagio) e i é a identidade e implementacdo parametrizada do corpo quando i’ e e’ sio identidades.

Uma implementagao parametrizada, como no diagrama acima, pode ser trivialmente de-
composta em uma implementagao parametrizada instanciada seguida de uma implementagao
parametrizada do corpo.

6 Conclusoes

Na segao 3 apresenta-se uma nova demonstragao do TM. A idéia central é identificar simbolos
que sdo igualmente traduzidos ao nivel de linguagens e que, portanto, vao tornar naturalmente
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equivalentes, a nivel de teorias, as sentencas onde ocorrem esses simbolos. Esta é a idéia basica
de quociente de teorias, um conceito novo que parece ser de interesse independente. Aqui ele é
usado como uma técnica para contornar o problema da falta de fidelidade das interpretacoes.
Note-se que nio se pode simplesmente supor que as interpretagoes sio fiéis, pois isto barraria as
aplicagoes pretendidas, uma vez que tanto implementagtes quanto instanciagoes de parametros
envolvem em geral interpretagées nao fiéis, correspondendo a “adigio de detalhes”.

As demonstragdes anteriores do TM ([18], [19]), apesar de simples no caso mono-sortido,
envolvem a adigdo de novos sortes e fungdes de conversdo em sua extensdo ao caso geral,
poli-sortido. Isto causa uma certa complicagio, e ineficiéncia, para a automagao. A nova
demonstragao apresenta duas virtudes: do ponto de vista conceitual, trata da mesma maneira
simples e natural os casos mono-sortido e poli-sortido, do ponto de vista de aplicagdo, nao
envolve a adigao de novos sortes com fungdes de conversao.

A importancia deste iiltimo fato para a complexidade da implementagio final pode ser
aquilatada examinando-se os diagramas de composigio de implementagbes na segio 2. Con-
sideremos uma primeira implementaciao de A em B com mediadora D e uma segunda de B
em C com mediadora £. O TM nos fornece uma implementagio composta de A em C com
mediadora M. Agora, imaginemos que tenhamos ainda um interpretagao de C, por exemplo
vinda de uma implementagao de C em uma outra especificagao. A construgio da especificagao
quociente nos permite obter uma implementagao de B em C' (mais economica do que C, no
sentido de menos simbolos € menos axiomas) com mediadora E’ (mais econémica do que F),
que portanto substitui com vantagem a segunda implementagao de B em C. Continuando com
este processo, obtemos implementagoes compostas com mediadoras bastante mais econémicas
do que antes. O efeito acumulado, ao longo de virios passos, dessas economias em cada passo
pode vir a ser bastante substancial.
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