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RESUMO

Acercamento é um método de desenvolvimento de algoritmos
aproximativos para uma classe de problemas de maximizacdo, que
satisfaz um dado requerimento de exatiddo. A especificacédo
formal apresentada utiliza tipos abstratos de dados.

ABSTRACT

Rounding is a method for the development of approximative
algorithms to a class of maximization problems that satisfies a
given accuracy requirement. The method is formally specified
through abstract data types.

1.INTRODUGCAO

0 Acercamento é um método de desenvolvimento de algoritmos
aproximativos (mdaa) para um certo problema de otimizagdao que
serd definido na secc¢do seguinte. Horowitz ([HOR 78]) chama este
mdaa de "Rounding"., E um método interessante porgue dado um
requerimento de exatiddo e regras de domindncia, gera um
algoritmo aproximativo polinomial no tamanho da entrada e
inversamente polinomial ao requerimento de exatiddo. Isto &, o
algoritmo resultante é polinomial e gera solucdes
"satisfatoriamente préximas" da solucdo 6tima.

A especificacdo formal do wmétodo consiste de um programa
abstrato e um conjunto de axiomas. O programa abstrato mostra a
estratégia do método. Os axiomas definem o inter-relacionamento
das fungdes e dos predicados e permitem a verificacdo da
correcdo do programa abstrato. A abstracdoc é& desenvolvida em
dois niveis.
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Para aplicar esta estratégia a uma instancia do problema é
suficiente escrever um médulo de implementacdo definindo as
fun¢des abstratas em termos do problema. Com isto, ter-se-a um
algoritmo aproximativo, que é uma instdncia do programa

abstrato, que satisfaz o requerimento de exatiddo (£), cuja

complexidade & polinomial em E— , em que n €& o tamanho da

instancia.

2.DEFINICAO DO PROBLEMA

Calcular max Z Pixj (funcédo objetivo) restrito a
X

n

2 ajj X3 < by, aj4 20 e 1SjSn; x;=0 ou 1 ,p; 2 0 e 1<isn.

i=1

Definicdes:

Seja I=(P,A,B), onde A=(aij} @ uma matriz nxn, B=
(b1,b3s . .sbp)s P=(P1,P2 r-../Py) € aj4,bj,Py 2 0, 1<i,jSn. Seja
s=(sy,S89,...,54), onde sjﬂD ou 1, 1<j<is<n.

- I é& uma instdncia do problema.

- n & o tamanho de I.
- s & uma solucdo parcial possivel de I. Se i=n, entdo s & uma

i
solucdo possivel e se além disso Z ajkSy S by 1sk<i, entdo s é

j=1
uma solugdo parcial viavel de I.

i
- FO(I,s,ii-E Py Sy- Se s & a solugdo 6tima de I restrito a i

J=1
i . n
variaveis, FP"{I,i)=E Py S5 € FP*(I,n)= F tlluz P4y S§, em que
j-l j=1

s & a solugdo 6tima para I.

- s(k) com 1<ksn & o WW&L& de..; i

BEcomyitssidns OC R walneninlzatien uincra e
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3.DEFINICAO DO METODO DE ACERCAMENTO

O método consiste em transformar a instédncia original I em uma
instdncia I', cuja solugdo estd proxima da solugdo o6tima da
instdncia original, transformar I' em uma inst&ncia I", que

acelera o processo de construgdo de s(0), s(1) . . s(n)  senm

alterar a solucdo 6tima. Em S(N) & calculada a solucdo 6tima de
I" (e de I') e transportada para I.

Caracteristicas do Método

Seja I uma insténcia dada de tamanho n, I' e I" as insténcias
calculadas pelo método, & o requerimento de exatiddo, s a

solucdo de I" encontrada através do método e s* a solucdo 6tima
de I. Entdo:

- a solugdo encontrada esta satisfatériamente préxima da solugédo
6tima, isto &, [(F*(I)-F*(1"))/F*(D)IS &;

- a solucdo encontrada s & a solucdo 6tima das instdncias I' e
& £f

- o0s métodos de transformagdo de I em I' e de I' em I" tem
complexidade linear no comprimento de I.

- a cardinalidade do conjunto de solugdes parciais stk) & da
ordem k(n/E), com k=1,2,...,n. O que vai garantir uma
complexidade total do método polinomial em n/ﬁ.

4 .ESPECIFICACAO FORMAL DO METODO

A especificacgdo formal é& constituida do programa abstrato e do
conjunto de axiomas.

Definicdo dos Dominios:

PO - dominio de insté&ncias do problema. Se I € PO entdo 1 =
(P,A,B) , onde A‘(aij’ € uma matriz nxn , B=(bj,by,...,b,) e
P=(P1+P2¢---+Pp) -

R - dominio das entradas adicionais £ e Lb; £ & o requerimento

de exatiddo; Lb estimativa inferior para o valor 6timo da fungdo
objetivo.

RD - dominio das regras de domindncia de solugdes viaveis.
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SP - dominio das solugdes parciais: conjunto de conjuntos de i-
uplas ( 0 £ i € n ), solugdes possiveis do problema restrito as
i primeiras varidveis.

SL - dominio das solugdes: conjunto das n-uplas, solucgdes
possiveis para o problema.

R - contradominio da funcdo tamanho, que define o tamanho da
insténcia do problema.

V - dominio dos wvalores possiveis da funcdo objetivo.

Funcdes Auxiliares:

- tamanho : PO —- R , calcula o tamanho da instdncia do problema
considerado.

- transformal : PO x R2 - PO , transforma uma insténcia I,

considerando Lb e §, em uma nova instdncia I' cuja solucdo esta
proxima da solugdo da insténcia original I.

- transforma2 : PO x R2 — PO , transforma a instdncia I' em
uma nova instdncia I" com mesma solugdo.

- inicializa : x9 -5 sp , inicializa o conjunto de solugdes
vi&veis para o caso de zero varidveis (x0={g}, ¢ string vazio).

- calculaS : PO x SP x RD x K — SP , calcula o conjunto de

solugdes parciais viadveis, obtido considerando o conjunto de
solu¢des parciais dadas, incluindo uma variével a mais no
problema considerado e fazendo as eliminagdes permitidas pelas
regras de dominéncia.

- calculaSO : PO x SP — SL, escolhe entre os valores oferecidos

no conjunto de solugdes vidveis a melhor solugdo para o
problema.

- calculaR : PO x SL — V, calcula a funcdo objetivo para a
solugdo considerada (calculaR(I,s)=FO(I,s,tamanho(I)).

- F* . PO » V t.q. F*(I):=FO(I,s,tamanho(I)), onde s=solucédo
6tima de I.

- cardinalidade : SP — X , t.g. cardinalidade(S) 1=
cardinalidade do conjunto S.

Pradiiaie Eix i fntin

- Bemtransf: POZ x R 5 (1,F}, Bemtransf (I,1',§):= |(F*(I) -
.o® vy /¥ Ty 1 E
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- MesmaSol: P02 — (T,F},MesmaSol(I,I'):=(Vs)[SolOtima(I, s) <
SolOtima(I',s)].

- SolOtima: PO x SL — (T,F}, SolOtima(I,s):= s & solugdo 6tima
de I.

-SolAprox: PO x SL x R — (T,F}, SolAprox(I,s,§):= |(F*(1) -
FO(I,s,tamanho(I)))/F*(1)| < E.

- LimiteInf : PO x R = (T,F}, LimiteInf(I,Lb):= F*(I) = Lb.

- ContemSol : PO x SP x X —» (T,F}, ContemSol(I,S,k):= S contém
uma solugdo 6tima de I, restrita a k varidveis.

- Domina SLZ x RD — (T,F}, Domina(sy,sSp,Rd):= s, domina s,
pela regra de domindncia Rd.

- BemDef : PO x RD — (T,F}, BemDef(I,RD):= (Vs,,s,) { [sy, sp
€ SL A Dominatsl,sz,RD) A SolOtima(I,sz)} = SolOtima (I, s1)}.

- CardBoa : SP x X2 x R - (T,F), CardBoa(S,k,n,§):=(3cy,cpe€
R) (cardinalidade(S) € cj+cy.k.(n/8)).

Axiomas : ACAX

AC1:(VI) (VE) (VLb) {LimiteInf(I,Lb) = Bemtransf(I,transformal
(1,§,Lb))}

AC2:(VI) (VE) (VLb) MesmaSol(I,transforma2(I,§,Lb))
AC3: (VI)ContemSol(I,inicializa( ),0)

AC4:(VI) (VsS) (Vk) (VRd) (BemDef(I,Rd) = [ContemSol(I,S,k) =
ContemSol (I,calculaS(I,S,Rd,k),k+1)]}

AC5: (V1) (VS) (VE) ({ ContemSol (I,S,tamanho(I)) = SolOtima(I,
calculaso (I,S))}

AC6: (VI) (VI')(VI") (VE) (Vs){[Bemtransf(I,I',E) A MesmaSol(
I',I") A SolOtima(I",s)] = SolAprox(I,s,E))

AC7:(VI) (VE) CardBao(inicializa( ),0,tamanho(I),&)

AC8:(V1I) (VS) (VRd) (Vk) {(BemDef (I,Rd) = [CardBoa(S,k,tamanho(
I) ,§) = CardBoa(calculaS(I,S,Rd),k+1l, tamanho(I),E)]}
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Programa: ACERCAMENTO
entrada: I, § Lb, Rd
1.1' &« transformal (I,§,Lb);
2.I" « trasforpa2 (I',§ Lb);
3.5 ¢« inicializa ( )i
4.n ¢« tamanho (I)
5.para k=0 até n-1 faca
6. S ¢« calculas (I",S,Rd,k);
7.fim-para
8.s ¢ calculaSO (I",S);
9.v &« calculaR (I,s)

saida: s, v

Entradas:
- I € PO :instédncia de entrada.
- £ € R: requerimento de exatidéo.

- Rd € RD: regras de domindncia.

Saidas:
- s € SL: solugdo alcancada.

- v € V: valor da fungdo objetivo para a solugdo alcancada.

A prova da correcgao do programa ACERCAMENTO pode ser extensa e
cansativa, mas ndo é dificil e pode ser encontrada no Apéndice
E1l de [TOS 88].

5.UMA IMPLEMENTACAO

Uma implementacdc de um tipo abstrato & uma definicdo do tipo em
compression, OEE, Veebaptinizaion ushiga wadhinked e tirmlamartands de tino
definido na secgdo anterior pode ser uma definigdo algoritmica
A e Fummkas +tvanafarmal. transforma? e calculaSsS.
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Definicdo de transformal

Programa: transformal

entrada: (P= (py,...,Py), A, B), &, Lb
1. n & tamanho(P)
2. para i=1 até n faca

Pi-0) Lb.§
LLb.EJ n

3, qi —
4. fim-para

5. Q « (g7, d2s -+ dp)

saida: (Q,A,B)

Definicdo de transforma2

Programa: transforma2

entrada: (P= (py,...py), A, B), &, 1Lb
1. n & tamanho(p)
2. para i=1 até n faca

pi.l'l.
Lb.E

3. qi =

4. fim-para
5. Q0 « tqlfqz:---:qn}
saida:(Q, A, B)

Definicdo de calcula$S

U S

SS = Kl = conjunto de todas i-uplas 1<i€n, solucgdes parciais

Euncdes e Predicados Auxiliares .
- completa: SS x N « S§S, completa((xy,Xp,...,%y),k) considera a

k-ésima varidvel do problema resultando em uma solugdo possivel
com mais um elemento, (X9r%0, 00X, 1),
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- Solvidvel SS x SP x PO x K — (T,F}, Solviédvel(s,S,I,k)
verifica se a solugdo parcial s & vidvel para k variaveis,

- restringe: SP x RD x PO — SP, restringe(S,Rd,I) restringe o

conjunto de solugdes parciais S de I, de maneira que o novo
conjunto de solu¢des parciais ndo contenha duas solugdes sp,sjp,

com s; dominando s, (dominando de acordo com as regras de
domindncia Rd).

- Domina: SS2 x RD — (T,F}, Domina(sy,s,,Rd) verifica se s;
domina s, de acordo com as regras de domindncia Rd.

n
- Evidvel: PO x SL — {T,F), Eviavel(I,s)= 121 ajj s; S by , onde
n=tamanho(I), I=(P,A,B), A = (aj4), B =(by,bp,...,by) e s=

{51,...,511}.

Programa: calculasS
{9(1,S,Rd, k) := BemDef (I,Rd) A ContemSol(I,S,k)}
entrada: I, S, Rd, k

1. S' « ¢

2. para s € S faca

& ' s' « completa(s,k)
4, se Solviavel(s',S,I,k+1) entdo S'« S' U (s'}
5. fim-para

{invariante: ContemSol(I,S',k+1l) A BemDef (I,Rd)}
6. 8 « restringe(S',Rd,I)

saida: S

{y(1,S8,Rd, k) = ContemSol(I,S,k+1)}

Axiomas: CalSAX

ACS1.(VI)(VS)(Vs)(Vk){[ContemSol(I,S,k) A S' = § WU

{completa(s,k)} A Solviavel (completa(s,I),S,I)] =
ContemSol(I,S',k+1)}
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ACS2. (VI) (VS) (Vk) (VRd) { [BemDef (I,Rd) A ContemSol(I,S,k)] =
[ContemSol (I, restringe(S,Rd,I),k) A {Vsl, S» € restringe
(S,Rd, I)) (= Domina(sjy,sp,Rd))]}

ACS3. (VI) (VS) (Vs') (Vk) {ContemSol(I,S, k) [(Vs € S) Solviavel
(completa(s,k),S,I,k+l) = completa(s,k) € S'] =
ContemSol (I,5',k+1)}

Note que calculas, diferente de trasformal e transforma2,

contém fungdes abstratas cujas semdnticas precisam ser definidas

e sdo definidas pelos axiomas CalSAX. Um novo médulo de

implementacdc pode definir as fungdes abstratas de calculaS
(completa e restringe).

A corregdo da implementagdo é& facilmente provada ([TOS 88],
seccdo 6.2.2).

6.EXEMPLO

Este exemplo foi retirado de [HOR 78] e é a solucdo de uma
instdncia do problema da mochila.

O problema da mochila & uma variante do problema de maximizacgdo
estudado e pode ser definido assim : calcular

n n
max ) p; x; restrito a Y wy x4 S M, x4=0 ou 1, 1Sisn,
X o
i=1 i=1
i i
Chame r-z Py Xy e t-z Wy Xy (r,t) sao as atribuicgdes
j=1 i=1
possiveis. A regra de domindncia é: (r;,t;) domina (rp,t;) sss
tl < t2 e Il 2 In.

A insté@ncia é& I=(P,W,M), onde P=(p;,P2/P3:Pg/,Pg5)=W=(wqy, Wy,
w3,Wq,wg)=(1, 2, 10, 100, 1000), M=1112. Para esta instdncia
r=t.

em v(1) serio representados os valores da funcdo objetivo para
as solucgdes parciais viadveis ao invés das proboprias solugdes
parciais vidveis.

vl =(0,11,

'1{2"n'ﬁ:7lf @]

r ‘-4
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v(3)=(0,1,2,3,10,11,12,13},
v{4)=(0,1,2,3,10,11,12,13,100,101,102,103,110,111,112,113},

v(5)=¢0,1,2,3,10,11,12,13,100,101,102,103,110,111,112,113,
1000, 1001,1002,1003,1010,1011,1012,1013,1100,1101,1102,
1103,1110,1111,1112}.

A solugdo o6tima é (0,1,1,1,1) com valor o6timo 1112. Usando o
método de Acercamento, com §=(1/10), Lb=max{p;}=1000, tem-se

Pi-B, D
I"=(Q,W,M), 0,0,0,5,50), = | == =]
(Q,W, M), Q=( Ve ay LLb.ﬁ'] s

vy Moy (@) oy (3)=((0,0)} (Obs.: (0,1) ndo esta em V(3) por
que é dominado por (0,0)).

v®) ={(0,0), (5,100}, v(3)=((0,0), (5,100), (50,1000), (55, 1100)}.

A solugdo 6tima em I" é& s=(0,0,0,1,1), com valor FO(I",s,5)=55.
s transportada para I resulta FO(I,8,5)= 1100. (F*(1) =
FO(I,s,5))/F*(I)=(1112-1100)/1112=12/1112 < 0.011 < E.

7.CONCLUSAO

Muitas vezes os dados de um problema sdo aproximados, assim uma
solugdo aproximada "suficientemente préxima" da solugdc exata é
tdo significativa quanto a prépria solugdo exata. Baseados nesse
fato foram desenvolvidos métodos de solugcdo de problemas que
encontram solucdes aproximadas, isto é, algoritmos
aproximativos. A condigdo "suficientemente préxima", para muitas
aplicagdes é uma exigéncia de qualidade minima para aceitagdo de
uma solugdo aproximada. Esta exigéncia é posta neste texto como
requerimento de exatidéo.

Métodos de desenvolvimento de algoritmos como Divisdo e
Conquista e Programag¢do Dindmica Jj& foram exaustivamente
estudados [VEL 80], [TCS 85)], [TOS 86], [TOS 88]. Métodos para
desenvolvimento de algoritmos aproximativos sdo mais complexos,
j& que os algoritmos gerados tem gque satisfazer um certo
requerimento de exatiddo e de complexidade, pois um algoritmo
aproximativo para ser Gtil tem que dar uma solugéo
satisfatériamente préxima da solugdo exata em um tempo
significativamente menor que o algoritmo exato.

A especificacdo formal do método de Acercamento pretende ser
uiid COfLrIlDULGal N0 selliad Ue dunedical o Conh2tilmentu subre o
método, melhorando a comprensdo do mesmo e facilitando a sua
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utilizagdo. Além disso, a especificagdo formal & necessaria para

um estudo teébérico do método, como por exemplo a analise
comparativa entre mdaa's.
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