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Abstract. The massive Multiple-Input Multiple-Output (MIMO) is one of the
most promising technologies for 5G. However, there are challenges in its prac-
tical implementation, such as high computational complexity in the inversion
of the filtering matrix. Matrix inversion is an important issue that affects the
performance of signal detection algorithms. A good detection algorithm for
massive MIMO systems needs to estimate the filtering matrix with high accu-
racy and have low computational complexity for hardware implementation. To
solve this problem, a linear signal detection method is proposed in this paper.
The proposed algorithm uses an iterative scheme based on the secant method to
estimate the inverse of the filtering matrix of the Minimum Mean-Squared Error
(MMSE) algorithm. The iterative scheme has an advantage over other methods
in the literature because it has two initial approximations, which ensure rapid
convergence. Also, the stair matrix method is used to reduce the number of ma-
trix operations and consequently the execution time. The results show that the
proposed algorithm obtained near-optimal Bit Error Rate (BER) performance,
which demonstrates that it has good precision in the estimation of the transmit-
ted signal.

Resumo. O sistema MIMO massivo é uma das tecnologias mais promis-
soras para as redes 5G. Entretanto, existem problemas desafiadores na
implementação prática desta tecnologia, como por exemplo, a alta complexi-
dade computacional na inversão da matriz de filtragem. A inversão de matriz é
uma questão importante que afeta o desempenho dos algoritmos de detecção de
sinais. Um bom algoritmo de detecção para sistemas MIMO massivo depende
de uma boa precisão na estimação da matriz de filtragem e, principalmente, ter
baixa complexidade computacional para implementação em hardware. Com o
objetivo de solucionar este problema, propõe-se um método de detecção linear
de sinais. O algoritmo proposto utiliza um esquema iterativo baseado no método
da secante para estimar a inversa da matriz de filtragem do algoritmo MMSE.
O esquema iterativo tem como vantagem em relação a outros métodos da lite-
ratura, ter duas aproximações iniciais, o que garante uma rápida convergência.
Além disso, o método matriz escada é utilizado com o objetivo de reduzir o
número de operações matriciais e, consequentemente, o tempo de execução. Os
resultados mostram que o algoritmo proposto obteve desempenho quase-ótimo
em termos de BER, o que demonstra que o mesmo possui uma boa precisão na
estimação do sinal transmitido.



1. Introdução

A comunicação móvel se desenvolveu rapidamente, após várias gerações
[Khan et al. 2020]. O aumento do tráfego de dados e a popularidade dos dispositi-
vos móveis levam a uma alta exigência das redes de comunicações [Zhang et al. 2020].
O 4G não pode satisfazer as demandas dos usuários por capacidade, velocidade
e espectro [Chataut and Akl 2020]. Neste sentido, a tecnologia MIMO massivo
(massive Multiple-Input Multiple-Output) tem sido vista como uma das prin-
cipais tecnologias habilitadoras dos sistemas de comunicação sem fio de quinta
geração (5G) [Chataut and Akl 2020, Björnson et al. 2017]. O sistema MIMO mas-
sivo aumenta a capacidade da rede ao empregar centenas de antenas na Estação
Base (Base Estation) com o objetivo de atender simultaneamente vários usuários
[Zhang et al. 2020, Chataut and Akl 2020]. Essa tecnologia é capaz de trazer ganhos de
desempenho em eficiência espectral, confiabilidade do link de comunicação e cobertura
celular, quando comparada ao tradicional sistema MIMO em pequena escala utilizado
nas redes 4G [Zhang et al. 2020, Chataut and Akl 2020, Björnson et al. 2017].

O uso massivo da multiplexação espacial em sistemas MIMO aumenta signifi-
cativamente a dimensão das matrizes utilizadas em algoritmos de detecção de sinais.
Portanto, a eficiência desses algoritmos é determinante para o sucesso do MIMO massivo
em redes 5G [Albreem et al. 2019, Wu et al. 2013, Yin et al. 2013, Wu et al. 2014].
O detector ótimo baseado no estimador de Máxima Verossimilhança (ML – Ma-
ximum Likelihood) não é viável para este sistema em larga escala, já que sua
complexidade aumenta exponencialmente com o número de antenas de transmissão
[Gao et al. 2014]. Uma abordagem conhecida é o detector linear baseado no es-
timador do Erro Quadrático Médio-Mı́nimo (MMSE – Minimum Mean-Squared
Error), que pode fornecer um desempenho de Taxa de Erro de Bit (BER – Bit Error
Rate) quase-ótimo em sistemas MIMO massivo [Albreem et al. 2019]. No entanto,
à medida que o número de arranjos de antenas aumenta, a complexidade compu-
tacional da inversão da matriz de filtragem do algoritmo MMSE torna-se alta para
implementação em hardware. Na literatura, vários algoritmos têm sido propostos
para detecção do sinal em sistemas uplink MIMO massivo, aproximando a inversa da
matriz do canal por meio de métodos iterativos com o objetivo de reduzir a complexi-
dade computacional [Wu et al. 2013, Yin et al. 2013, Wu et al. 2014, Gao et al. 2014,
Yin et al. 2014, Dai et al. 2015, Wu et al. 2016, Qin et al. 2016, Tang et al. 2016,
Lee 2017, Shahabuddin et al. 2017, Jiang et al. 2018, Lee 2019, Jin et al. 2019,
Albreem et al. 2020, Albreem et al. 2020, Yakhelef and Saidi 2020, Naceur 2021].

Logo, o sistema MIMO massivo apresenta caracterı́sticas que requisitam algorit-
mos de detecção de sinais eficazes e de baixa complexidade com capacidade de mitigar as
interferências mútuas oriundas das outras antenas, a fim de ter integralmente a informação
transmitida. Por este motivo, propõe-se um algoritmo de detecção linear de sinais que
utiliza um esquema iterativo baseado no método da secante para sistemas MIMO mas-
sivo. O algoritmo proposto se difere dos demais algoritmos da literatura, por ter duas
aproximações iniciais, o que garante uma rápida convergência com poucas iterações, re-
duzindo o número de operações matriciais e consequentemente o tempo de execução, ao
mesmo tempo que mantém um desempenho quase-ótimo em termos de BER.

O restante do artigo está organizado da seguinte forma: A Seção 2 apresenta o mo-



delo do sistema MIMO massivo; A Seção 3 apresenta os trabalhos relacionados; A Seção
4 apresenta o algoritmo de detecção de sinais proposto com base no método da secante;
A Seção 5 apresenta uma comparação da complexidade computacional do algoritmo de
detecção proposto com os algoritmos presentes na literatura; A Seção 6 apresenta o de-
sempenho do algoritmo de detecção de sinal proposto com os algoritmos presentes na
literatura em termos da Função de Distribuição Cumulativa (CDF – Cumulative Distribu-
tion Function) dos autovalores da inversa da matriz de filtragem e BER ; Finalmente, na
Seção 7 são apresentadas as conclusões obtidas.

2. Modelo do Sistema Uplink MIMO massivo
Neste trabalho, considera-se um sistema uplink MIMO massivo multiusuário. Assume-
se que este sistema é equipado com N antenas na estação base e K usuários, cada um
deles com uma antena, onde K � N, como mostra a Figura 1. Os bits de informação
dos K usuários são codificados e mapeados nos pontos da constelação no alfabeto finito
Ω com cardinalidade |Ω| e potência de transmissão média por sı́mbolo Es. Os sı́mbolos
modulados são transmitidos pelo canal MIMO massivo e recebidos pela estação base. Os
sı́mbolos recebidos na estação base podem ser modelados pela seguinte equação:

y = Hx+n, (1)

onde x = (x1,x2, ...,xK)
T ∈ ΩK×1 é o vetor de sı́mbolos transmitidos, y =

(y1,y2, ...,yN)
T ∈ CN×1 é o vetor de sinal complexo recebido, H ∈ CN×K representa a

matriz do canal uplink e n ∈ CN×1 denota o Ruı́do Aditivo Gaussiano Branco (AWGN
– Additive White Gaussian Noise) de média zero e variância N0. A Relação Sinal-Ruı́do
(SNR – Signal to Noise Ratio) média pode ser definida por KEs/N0. A potência de trans-
missão do usuário i = 1,2, ...,K é definida como E

{
|xi|2

}
= Es,∀i [Yin et al. 2014].
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Figura 1. Exemplo de uma arquitetura do sistema MIMO massivo.

2.1. Detector Linear MMSE

Na estação base, se H for conhecido, o vetor de sinal transmitido pode ser estimado a
partir do sinal ruidoso recebido usando o estimador MMSE [Dai et al. 2015]:

x̂ =
(
HHH+σ

2IK
)−1 HHy = A−1ȳ, (2)



onde x̂ representa uma estimativa do vetor de sı́mbolos transmitidos, ȳ = HHy repre-
senta a saı́da do Filtro Casado (Matched Filter) de y e A = G + σ2IK representa a
matriz de filtragem MMSE que é definida positiva Hermitiana, onde G = HHH é a
matriz de Gram, IK é uma matriz identidade e a variância σ2 é definida como N0/Es
[Yin et al. 2014, Dai et al. 2015]. O algoritmo MMSE é convertido para resolver a
equação linear x̂ = A−1ȳ. No entanto, a inversão da matriz A é complexa, pois a
dimensão aumenta a medida que o número de usuários K cresce. A complexidade
de A−1 é O(K3) [Albreem et al. 2019, Wu et al. 2013, Yin et al. 2013, Wu et al. 2014,
Yin et al. 2014, Dai et al. 2015].

2.2. A Razão Logarı́tmica de Verossimilhança (LLR)

Para avaliar a estimativa da qualidade objetiva do nı́vel de bit, utiliza-se o método LLR
(Log-Likelihood Ratio). O método LLR tem se mostrado uma métrica muito eficiente
para decodificação suave. Usando o método LLR, é possı́vel reduzir consideravelmente
a complexidade computacional do decodificador de canal sem prejuı́zos significativos em
termos de BER [Studer et al. 2011].

Definindo que WH = A−1HH , e modelando o sı́mbolo transmitido do usuário i
como x̂i = µixi + zi, onde µi = wH

i hi representa o ganho de equalização do canal, wH
i

corresponde as linhas da matriz WH , representando o vetor de filtro do algoritmo MMSE
e zi = ∑ j, j 6=i wH

i h jx j +wH
i n representa o ruı́do com variância ν2

i = E
{
|zi|2

}
, a LLR para

o bit b do usuário i pode ser computada por:

Li,b = ρi

(
min
a∈χ0

b

∣∣∣∣ x̂i

µi
−a
∣∣∣∣2− min

a′∈χ1
b

∣∣∣∣ x̂i

µi
−a′

∣∣∣∣2
)
, (3)

onde ρi = µ2
i /ν2

i é a SINR (Signal-to-Interference-plus-Noise Ratio) para o i-ésimo
usuário e os conjuntos χ0

b e χ1
b contém os sı́mbolos da constelação Ω, onde o b-ésimo

bit do sı́mbolo é igual a 0 ou 1, respectivamente.

3. Trabalhos Relacionados
As Séries de Neumann (NS – Neumann Series) [Albreem et al. 2019, Wu et al. 2013,
Yin et al. 2013] são um método para aproximar a inversa da matriz de filtragem com o
objetivo de reduzir a complexidade do detector linear MMSE. A matriz A pode ser de-
composta em A = D+E, onde D é a matriz diagonal principal e E contém os elementos
fora da diagona principal. A expansão NS de A é dada por:

A−1 =
Θ−1

∑
θ=0

(
−D−1E

)θ D−1, for θ = 0,1,2, ...,Θ−1, (4)

onde θ representa os termos em (4). À medida que k aumenta, a precisão na estimação da
inversa da matriz de filtragem é alcançada, entretanto, à custa de uma maior complexidade
[Wu et al. 2013, Wu et al. 2014]. Em [Yin et al. 2013], o algoritmo de detecção baseado
em NS foi testado em um cenário MIMO massivo com a tecnologia OFDM (Orthogonal
Frequency Division Multiplexing) composto por K = 4,8 usuários e N = 16,32,64,128
antenas na estação base, utilizando um esquema de modulação 16-QAM. A complexidade
computacional do algoritmo de detecção baseado em NS é O

(
K3) para Θ > 2.



O método do Gradiente Conjugado (CG – Conjugate Gradient)
[Albreem et al. 2019, Yin et al. 2014] é outro método eficaz para resolver as equações
lineares por meio de k iterações. O sinal estimado (x̂) pode ser obtido da seguinte
maneira:

x̂(k+1) = x̂(k)+α
(k)p(k), (5)

onde α(k) é um parâmetro escalar e p(k) representa a direção conjugada em relação à
matriz A, ou seja (

p(k)
)H

Ap(l) = 0, k 6= l. (6)

Em [Yin et al. 2014], o algoritmo de detecção baseado no método baseado no CG
foi testado em um cenário MIMO massivo composto por K = 8,16 usuários e N = 32,128
antenas na estação base. O método CG supera o esquema de detecção baseado em NS em
termos de desempenho e complexidade. A complexidade computacional do algoritmo de
detecção baseado no GC é O

(
(k+1)(4K2 +8K)

)
.

O método de Gauss-Seidel (GS) [Albreem et al. 2019, Dai et al. 2015] pode ser
usado para resolver o sistema linear mostrado em (2). A matriz A pode ser decomposta
em A = D+L+U, onde D, L e U representam a matriz diagonal, a matriz estritamente
triangular inferior e a matriz estritamente triangular superior, respectivamente. O método
GS pode ser usado para estimar o vetor do sinal transmitido (x̂), sendo dado por:

x̂(k+1) = (D+L)−1
(

ȳ−Ux̂(k)
)
, (7)

para k = 0, se não houver informação a priori sobre a solução inicial x̂(0), essa pode ser
considerada zero. Em [Dai et al. 2015], o método GS foi testado em um cenário MIMO
massivo composto por K = 16 usuários e N = 128 antenas na estação base, utilizando um
esquema de modulação 64-QAM. De acordo com [Albreem et al. 2019, Dai et al. 2015]
o método de iteração GS supera o método NS em termos de desempenho e com-
plexidade. A complexidade computacional do algoritmo detecção baseado em GS é
O
(
(k+1)4K2 +4K

)
.

Recentemente, Albreem et al. propuseram um algoritmo de detecção linear de
sinais [Albreem et al. 2020], que explora os benefı́cios dos métodos de Jacobi (JA) e GS.
Neste método é utilizado uma matriz escada (S) com o objetivo de garantir uma taxa
de convergência rápida. O método proposto em [Albreem et al. 2020] é construı́do da
seguinte maneira:

x̂(0) = S−1ȳ, (8)

onde x̂(0) representa a solução inicial calculada com base na matriz escada. Posterior-
mente, a primeira iteração é conduzida utilizando o método de Jacobi da seguinte ma-
neira:

x̂(1) = D−1 (ȳ+(D−A) x̂(0)
)
. (9)

Na próxima etapa, ocorre um processo de refinamento com base no método
de Gauss-Seidel [Albreem et al. 2020]. O método proposto por Albreem et al. foi
testado em [Albreem et al. 2020] em um cenário MIMO massivo composto por K =
30,40,50,60 usuários e N = 160 antenas na estação base, utilizando um esquema
de modulação 64-QAM. A complexidade computacional do algoritmo de detecção é
O
(
K2(5+4k)+K−3

)
.



4. Proposta de Algoritmo de Detecção de Sinais Baseado no Método da
Secante

Na abordagem proposta, primeiramente, aproxima-se a inversa da matriz A por meio do
algoritmo iterativo proposto recentemente por [Artidiello et al. 2020], que baseia-se no
método da secante. O método da secante é dado por:

xk+1 = xk−
f (xk)

αk
, (10)

onde αk satisfaz f (xk)− f (xk−1) = αk(xk− xk−1), k ≥ 0. Para obter o processo iterativo,
substitui-se (10) na função f (x) = x−1−A. Assim, obtém-se o algoritmo iterativo do
método da secante para aproximação da matriz inversa, dado por:

Xk+1 = Xk−1 +Xk−Xk−1AXk, (11)

para k = 0, X−1 e X0 são aproximações iniciais. Quando k→ ∞, limk→∞ Xk = A−1. A
convergência do método é garantida por

∥∥Xk+1−A−1
∥∥

2 ≤
√

nmk
∥∥(Xk−A−1)∥∥

2, onde

mk = max
1≤ j≤n

{
c j

k

}
, c j

k ≥ 0, ∀k [Artidiello et al. 2020].

Um bom valor inicial pode tornar a taxa de convergência mais rápida, o que di-
minui o número de iterações, reduzindo o número de operações matriciais. Logo, para a
abordagem proposta, X0 é dado por:

X0 = αIK +φA, (12)

onde

α =
2η (1+η)

N (1+η2)
, φ =− η2

N2 (1+η2)
, (13)

para η = N
K . Neste caso, α e φ dependem apenas do número de usuários e de antenas na

estação base [Minango and de Almeida 2018]. A matriz X1 é dada por:

X−1 = ∆1IK−∆2A, (14)

onde ∆1 =
4δ

2δ 2−ϕ2 , ∆2 =
2

2δ 2−ϕ2 , δ = max(λ )+min(λ )
2 , ϕ = max(λ )− δ e λ representa os

autovalores de A.

Substituindo (12) e (14) em (11), A−1 pode ser aproximado por Xk+1 onde k ≤ 1
(Proposta 1). A matriz de filtragem (A) é diagonalmente dominante para sistemas uplink
MIMO massivo [Dai et al. 2015], conforme ilustrado na Figura 2. Além disso, percebe-se
que os termos fora da diagonal da matriz de filtragem são menos influentes quando compa-
rados aos termos da diagonal principal. Consequentemente, as caracterı́sticas da matriz do
canal são mantidas na diagonal principal. Neste caso, usar uma matriz escada (mais deta-
lhes podem ser obtidos no Apêndice A) como aproximação inicial pode ser uma opção in-
teressante para reduzir o número de operações matriciais, ou seja, X0 = stair(αIK +φA)
(Proposta 2), mantendo bom desempenho na detecção de sinal. Substituindo (11) em (2)
o algoritmo proposto é obtido. Finalmente, substituindo A−1 por Xk+1, W = Xk+1HH , a
LLR pode ser calculada usando (3). A Proposta 2 é representada pelo Algoritmo 1.



Figura 2. Matriz de filtragem (A) normalizada com 40 usuários.

Algoritmo 1 Proposta 2

1: Entrada: H, σ2, y, K, N.
2: Saı́da: x̂, Li,b.
3: Inicializar: G = HHH, A = G + σ2IK , ȳ = HHy, η = N

K , α = 2η(1+η)

N(1+η2)
, φ =

− η2

N2(1+η2)
, ∆1 =

4δ

2δ 2−ϕ2 , ∆2 =
2

2δ 2−ϕ2 ;

4: X−1 = ∆1IK−∆2A;
5: X0 = stair(αIK +φA); . . Utilizar Matriz Escada (S)
6: for k = 0,1 do
7: Xk+1 = Xk−1 +Xk−Xk−1AXk;
8: end
9: x̂ = Xk+1ȳ; . . Detecção do Sinal

10: Computar LLR: WH = Xk+1HH , ρi, µi, χ0
b , χ1

b ;

11: Li,b = ρi

(
min
a∈χ0

b

∣∣∣ x̂i
µi
−a
∣∣∣2− min

a′∈χ1
b

∣∣∣ x̂i
µi
−a′

∣∣∣2).

O Algoritmo 1 estima o sinal transmitido (x) em apenas duas iterações (ou seja,
k = 1), e tem como principal vantagem, possuir duas aproximações iniciais. Como já foi
dito, isso acelera a convergência do método, reduzindo o número de operações matriciais e
tornando o método proposto mais simples de ser implementado em hardware. A solução
inicial X0, por depender apenas do número de usuários (K) e antenas na estação base
(N) mostra que o Algoritmo 1 pode adaptar-se a qualquer cenário de simulação MIMO
massivo que envolva uma variação do número de usuários e antenas na estação base.

5. Complexidade Computacional
Sabe-se, que uma baixa complexidade computacional é fundamental para que os algo-
ritmos de detecção de sinais sejam implementados de forma prática (em hardware) em
cenários que envolvam sistemas MIMO massivo multiusuário. A complexidade com-
putacional das Propostas 1 e 2 foram obtidas através do cálculo do número de operações



matriciais de multiplicação e adição. Assim, a Proposta 1 obteve uma complexidade com-
putacional O(10K2). Ao decompor a matriz de solução inicial X0 utilizando o método da
matriz escada, foi possı́vel reduzir o número de operações matriciais para O(5K2) (Pro-
posta 2, representada pelo Algoritmo 1). Como as Propostas 1 e 2 utilizam apenas duas
iterações para estimar a inversa da matriz de filtragem, calculou-se a complexidade com-
putacional para duas e três iterações do seguintes algoritmos da literatura: NS, CG, GS
e Albreem et al. com o objetivo de comparar com as Propostas 1 e 2 (Tabela 1). Ana-
lisando a Tabela 1, percebe-se que todos os métodos estão com complexidade na ordem
O(K2), entretanto, a Proposta 2, dentre todos os algoritmos, é o método utiliza o menor
número de operações matriciais para o cálculo da inversa da matriz A. A Tabela 2 mostra
o tempo de execução (em segundos) dos algoritmos presentes na literatura e das Propostas
1 e 2, variando o número de usuários (K). O tempo de execução foi calculado a partir da
média de 300 simulações. Percebe-se que os algoritmos que utilizam um número menor
de operações para estimar a inversa da matriz de filtragem e o sinal transmitido (Tabela 1)
tiveram um tempo de execução menor, conforme o esperado. Pode-se observar que a Pro-
posta 2, devido ao menor número de operações matriciais, obteve um tempo de execução
ligeiramente menor que a Proposta 1 e os demais algoritmos da literatura com complexi-
dade quadrática. Além disso, vale ressaltar o alto tempo de execução dos métodos MMSE
e Neumann (para Θ = 3), ambos com complexidade cúbica, principalmente para K = 211

usuários, tornando-os inviáveis para implementação em hardware para um grande número
de usuários.

Tabela 1. Complexidade computacional dos algoritmos de detecção linear com
duas e três iterações.

Métodos k = 1 k = 2
NS [Yin et al. 2013] O

(
6K2−6K

)
, for Θ = 2 O

(
K3), for Θ = 3

CG [Yin et al. 2014] O
(
8K2 +8K

)
O
(
12K2 +8K

)
GS [Dai et al. 2015] O

(
8K2 +4K

)
O
(
12K2 +4K

)
Albreem et al. [Albreem et al. 2020] O

(
9K2 +K−3

)
O
(
13K2 +K−3

)
Proposta 1 O

(
10K2) –

Proposta 2 O
(
5K2) –

6. Resultados

Nesta seção, a precisão da estimação do sinal transmitido é avaliada em termos da função
de distribuição cumulativa dos autovalores da inversa da matriz de filtragem e BER para
as Propostas 1 e 2. Além disso, seu desempenho é comparado aos seguintes algorit-
mos: MMSE (Exato), NS [Yin et al. 2013], GC [Yin et al. 2014], GS [Dai et al. 2015]
e método de Albreem et al. [Albreem et al. 2020]. Os algoritmos da literatura foram
simulados com duas e três iterações (k = 1 e k = 2, respectivamente). Neste trabalho,
o cenário de simulação uplink MIMO massivo é composto por: K = 30, 40, 50 e 60
usuários; N = 256 antenas na estação base; o esquema de modulação 64-QAM foi ado-
tado; e utilizando 300 simulações de Monte-Carlo. Os resultados foram obtidos usando
o software Matlab R2020a e as seguintes configurações de hardware: Processador Intel
Core i5-9300H 2,40 GHz, 16 GB de memória RAM e placa gráfica GeForce 1650 com 4
GB de memória dedicada.



Tabela 2. Tempo de execução em segundos (s) dos algoritmos de detecção linear
com duas (k = 1) e (k = 2) três iterações.

Métodos K = 25 K = 27 K = 29 K = 211

MMSE (Exato) 3,0 ×10−4 1,9×10−3 2,1 ×10−2 1,7879
NS, Θ = 3 4,0×10−4 4,5×10−3 6,6×10−2 2,2701
NS, Θ = 2 1,6×10−6 9,8×10−6 2,1×10−4 6,2×10−3

CG, k = 1 1,7×10−6 1,7×10−5 3,0×10−4 7,8×10−3

CG, k = 2 4,1×10−6 5,0×10−5 4,7×10−4 4,2×10−2

GS, k = 1 1,5×10−6 1,7×10−5 2,8×10−4 7,8×10−3

GS, k = 2 3,6×10−6 4,9×10−5 4,8×10−4 3,9×10−2

Albreem et al., k = 1 1,9×10−6 2,3×10−5 3,5×10−4 8,7×10−3

Albreem et al., k = 2 5,6×10−6 6,2×10−5 5,7×10−4 5,3×10−2

Proposta 1 2,6×10−6 3,0×10−5 4,2×10−4 9,7×10−3

Proposta 2 9,7×10−7 7,8×10−6 9,9×10−5 4,9×10−3
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Figura 3. Distribuição normalizada dos autovalores da matriz A−1.

Os autovalores da matriz do canal MIMO podem ser interpretados como os ganhos
de potência dos canais paralelos. Em comunicações digitais, a distribuição de autovalo-
res determina a capacidade do sistema. Neste trabalho, foi avaliada a distribuição dos



autovalores da inversa da matriz filtragem, uma vez que os autovalores da matriz inversa
são os inversos dos autovalores da matriz original. Portanto, avaliando a distribuição dos
autovalores da matriz inversa, pode-se obter o desempenho de estimação da inversa da
matriz filtragem através das Propostas 1 e 2, e o impacto na BER. A Figura 3 mostra o
CDF dos autovalores do método MMSE, Neumann e as Propostas 1 e 2. Analisando a
Figura 3, pode-se observar que o método de Neumann possui uma distribuição de autova-
lores que difere do método MMSE, especialmente quando o número de usuários aumenta.
As Propostas 1 e 2, por outro lado, apresentaram essencialmente a mesma distribuição,
e mantiveram quase o mesmo comportamento que a CDF dos autovalores do método
MMSE, mesmo com o aumento do número de usuários.
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0 5 10 15 20 25 30

SNR Média (dB)

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

T
a

x
a

 d
e

 E
rr

o
 d

e
 B

it
 (

B
E

R
)

MMSE (Exato)

NS,  = 2

NS,  = 3
CG, k = 1

CG, k = 2

GS, k = 1

GS, k = 2

Albreem et al., k = 1

Albreem et al., k = 2

Proposta 1, k = 1

Proposta 2, k = 1 13.5 14 14.5
7

8

9

10 -3

(c) 50 usuários
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Figura 4. BER versus SNR média.

Considerando as curvas BER-SNR representadas na Figura 4, pode-se observar
que as Propostas 1 e 2 (com apenas duas iterações) tiveram um melhor desempenho em
termos de BER em relação aos métodos NS, CG (com três iterações e maior número
de operações, como mostrado na Tabela 1), e aos métodos GS e Albreem et al. (com
duas iterações). Analisando os métodos GS e Albreem et al. (com três iterações), houve
avanços em termos de redução de BER (mas a um custo de um maior número de operações
matriciais), obtendo desempenhos semelhantes aos das Propostas 1 e 2, apesar da vanta-
gem da Proposta 1, principalmente com 60 usuários. Ainda que a Proposta 2 tenha duas



vezes menos operações de matriz em comparação aos outros métodos, em geral, ela man-
teve uma boa precisão na estimativa do sinal transmitido, embora em raros casos ficando
atrás dos métodos GS e Albreem et al..

Sabe-se, que as redes 5G requerem algoritmos de baixa complexidade a fim de
reduzir o atraso de processamento do hardware e, consequentemente, reduzir o consumo
da bateria dos terminais móveis. Portanto, as Propostas 1 e 2 atendem a esse requisito, uti-
lizando menos interações e operações matriciais, porém, sem perder o bom desempenho
na estimação do sinal.

7. Conclusão

Neste artigo foi proposto um algoritmo de detecção de sinais para sistemas uplink MIMO
massivo multiusuário. Aplicou-se um método iterativo para o cálculo da inversa da ma-
triz de filtragem do algoritmo MMSE. O método da secante tem como vantagem possuir
duas aproximações iniciais, o que garante uma rápida convergência e reduz o número de
operações matriciais. Utilizando a abordagem proposta foi possı́vel reduzir o número de
operações matriciais e consequentemente o tempo de execução, porém, mantendo um de-
sempenho “quase-ótimo” na estimação do sinal transmitido (x), apresentando, de maneira
geral, um desempenho superior aos principais algoritmos de detecção linear da literatura.
Logo, as Propostas 1 e 2 tornam-se soluções promissoras para aplicações práticas envol-
vendo a tecnologia MIMO massivo.
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Apêndice

A. Matriz Escada e suas Propriedades

A Matriz Escada (Stair Matrix) é uma matriz tridiagonal especial. A matriz tridiagonal
é uma matriz que possui elementos diferentes de zero na diagonal principal, na primeira
diagonal abaixo da diagonal principal e na primeira diagonal acima da mesma. A matriz
de escada é utilizada para garantir uma taxa de convergência rápida. Na literatura, a
maioria dos métodos iterativos utilizam a matriz diagonal, entretanto, não há garantia de
se atingir uma taxa de convergência satisfatória, o que pode comprometer o desempenho
no cálculo da matriz inversa [Lu 1999, Jiang et al. 2018].
Definição A.1. Se uma matriz tridiagonal satisfaz uma das seguintes condições:

(I) S(u,u−1) = 0, S(u,u+1) = 0, onde u = 2v−1, para v = 1,2, ...,b(K +1)/2c. Alterna-
damente, os elementos não diagonais nas linhas ı́mpares da matriz tridiagonal são
zeros;

(II) S(u,u−1) = 0, S(u,u+1) = 0, onde u = 2v, para v = 1,2, ...,bK/2c. Em outras pala-
vras, os elementos não diagonais nas linhas pares da matriz tridiagonal são zeros;

então pode-se considerá-la como uma matriz escada, denotada por S =
stair

(
S(u,u−1),S(u,u),S(u,u+1)

)
. Uma matriz escada é do tipo I se a condição (I) for



satisfeita e é do tipo II se a condição (II) for satisfeita. Por exemplo, uma matriz escada
6×6 pode ser construı́da da seguinte forma:

S =


× × 0 0 0 0
0 × 0 0 0 0
0 × × × 0 0
0 0 0 × 0 0
0 0 0 × × ×
0 0 0 0 0 ×

 ou S =


× 0 0 0 0 0
× × × 0 0 0
0 0 × 0 0 0
0 0 × × × 0
0 0 0 0 0 ×
0 0 0 0 × ×

 . (15)

A matriz escada do lado esquerdo é do tipo I e do lado direito é do tipo II. A seguir,
é apresentada as seguintes propriedades da matriz escada nos Corolários A.1 e A.2.
Corolário A.1. Seja S uma matriz escada. Então, SH também é uma matriz escada. Além
disso, se S é do tipo I, então SH é do tipo II e vice-versa.

Demonstração. Usando a Definição A.1, obtém-se o Corolário A.1.

Corolário A.2. Seja S uma matriz escada. S é uma matriz não singular se e somente se
S(u,u), para u = 1,2, ...,K, for diferente de zero. Além disso, se S for não singular, então
S−1 = D−1 (2D−S)D−1.

Demonstração. Como det(S) =∏
K
u=1 S(u,u), percebe-se que S é não singular se e somente

se S(u,m), para u = 1,2, ...,K, for diferente de zero.

A partir do Corolário A.2, tem-se o Algoritmo 2 para obter S−1. A complexidade
para obter a inversa da matriz escada é O(K) utilizando o Algoritmo 2, sendo da mesma
ordem de complexidade da inversa da matriz diagonal D−1.

Algoritmo 2 Computar a Inversa da Matriz Escada

1: Entrada: S = stair
(
S(u,u−1),S(u,u),S(u,u+1)

)
.

2: Saı́da: S−1 = S̃ = stair
(
S̃(u,u−1), S̃(u,u), S̃(u,u+1)

)
.

3: for u = 1 : 1 : K do
4: S̃(u,u) = 1/S(u,u);

5: end
6: for u = 2 : 2 : 2bK/2c do
7: S̃(u,u−1) =−S(u,u−1)S̃(u,u)S̃(u−1,u−1);
8: S̃(u,u+1) =−S(u,u+1)S̃(u,u)S̃(u+1,u+1);

9: end
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