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Abstract—Neste artigo apresentaremos técnicas de projecoes
multidimensionais que podem ser utilizadas para reduzir dados
de um espaco de dimensdio alta para um espaco visual. Além
disso, estudaremos algumas métricas com o objetivo de deter-
minar a qualidade desses métodos de projecdo. Diante disso,
seremos capazes de entender as principais caracteristicas dos
métodos estudados. E, finalmente, aplicaremos essas técnicas em
certos conjuntos de dados para analise dos mesmos.

Abstract—In this article we will present multidimensional
projection techniques that can be used to reduce the data from
a high-dimesional space to a visual space. Furthermore, we
will study a few metrics in order to establish the quality of
said projection methods. Considering that, we will be able to
comprehend the foremost characteristics of the studied methods.
At last, we will apply these techniques on certain datasets for
analysis.

I. INTRODUCAO

Conforme o nimero de varidveis envolvidas em um prob-
lema matematico aumenta, mais complicado se torna trabalhar
com ele. Por exemplo, lidar com pandemias e fendmenos
meteoroldgicos demanda o trato de diversos fatores. Nesse
contexto, surgem os Métodos de Projecdao Multidimensional
(MPM) com o objetivo de simplificar o tratamento desse
tipo de objeto de estudo. Dados sdo objetos em um espaco
m-dimensional, sendo m o ndmero de varidveis deles. As-
sim, os MPM permitem representar dados de um espaco m-
dimensional em uma dimensdo menor de forma que a andlise
e estudo deles seja facilitada. Todo o processo de projecdo é
executado visando preservar no espaco de dimensdo menor as
relagdes de vizinhanca dos dados no espaco m-dimensional.

No presente trabalho, sera utilizado o conjunto de dados
Iris [1], esse conjunto possui dados de 150 flores do tipo
[ris, separadas de acordo com a sua espécie sendo as 50
primeiras da espécie Iris Versicolor, as 50 seguintes da Iris
Virginica e as 50 tltimas da Iris Setosa. Além disso, a cada
flor sdo atribuidas como variaveis as seguintes medidas em
centimetros: 1) Comprimento da sépala; 2) Largura da sépala;
3) Comprimento da pétala; 4) Largura da pétala. Seja p;
um vetor que representa a primeira flor do conjunto Iris, por
exemplo, temos que p; = (5,1 3,5 1,4 0,2) € R%

Note que trabalhar com esse conjunto de dados no espaco
de dimensdo 4 torna complicado inferir tracos de relacdes
ou particularidades das espécies de flores. Assim, serdo uti-
lizados os seguintes métodos de proje¢do para que haja uma
assimilagdo mais efetiva do conjunto: Nearest Neighbor Pro-
jection (NNP) [2], Force [2], Least Square Projection (LSP) [3]
e Local Affine Multidimensional Projection (LAMP) [4].
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Segue a definicdo formal do processo objetivo dos MPMs:
Seja S em R™ um conjunto de dados tal que S = {p1, ..., pn}.
A dissimilaridade entre dois dados quaisquer p; € p; do
espago m-dimensional é dada por d(p;, p;). A dissimilaridade
quantifica o quanto os elementos sdo diferentes e depende
da aplicagdo em questdo. A escolha mais comum para a
dissimilaridade € a distancia euclidiana. Seja S’ um conjunto
de pontos em dimensdo baixa, uma projecdo multidimensional
¢ uma fungdo bijetiva f : S — S’ que tem como objetivo
tornar |(p;,p;) — d(f(pi), f(p;))| o mais préximo de zero
possivel para quaisquer p; e p; pertencentes a S, sendo d
referente a distancia euclidiana entre as projecdes dos pontos
de S no espago dimensional menor. O ponto f(p;) = p} é
chamado de projecdo de p;.

II. NEAREST NEIGHBOR PROJECTION

O método Nearest Neighbor Projection (NNP) [2] tem como
objetivo redimensionar um conjunto de dados S, isto é, o que
antes possuia m dimensdes ird se converter para R?, de forma
que as distincias entre dois pontos vizinhos mais proximos
em R™ se mantenham na projec¢do. Note que, para o conjunto
Iris m = 4.

A projecdo serd realizada em diversas etapas bem definidas
que se repetem ao longo do processo: primeiro, € necessario
escolher dois pontos vizinhos em R™ e calcular a distancia
entre eles. Apds isso, a distancia encontrada serd mantida no
novo espaco dimensional, resultando em um novo conjunto
geométrico. Para as proximas etapas, escolha um ponto viz-
inho e realize as mesmas opera¢cdes com 0s pontos ja proje-
tados. Os cdlculos das distancias entre dois pontos vizinhos é
feito utilizando conceitos da Geometria Analitica e da Algebra
Linear. Assim, chame de S’ C S o conjunto dos pontos que
jé possuem coordenadas em R? e seja S o conjunto de todos
os pontos no espago m-dimensional original. Seja p € S o
ponto que queremos projetar em R?, 3 ¢, r € S (que ji
possuem projecdes ¢/, r’ € R2) tais que suas distincias até
p sdo menores que as de todos os outros elementos de S’. A
partir desses pontos, iremos utilizar duas circunferéncias C|,
e C, com centros em ¢’ e r’ e seus raios serdo as distincias
no espago m-dimensional d(p,q) e J(p,r), respectivamente.
A partir dessas circunferéncias, encontraremos a projecdo de
p em R2, a qual chamaremos de p’.

Trés casos diferentes poderdo acontecer em relagdo a C; e
C,: as duas circunferéncias se tangenciam (caso ), as duas cir-
cunferéncias possuem dois pontos de interseccdo (caso i) ou



entdo ndo hd intersecdo entre as duas circunferéncias no espaco
dimensional menor (caso 777), isto €, uma circunferéncia esta
contida na outra (caso 77z a) ou a distancia entre seus centros
€ maior que a soma dos raios (caso i b).

1) Quando as duas circunferéncias sdo tangentes, isto €,
quando elas se encontram em um unico ponto, esse
ponto é o que queremos encontrar, ou seja, calculando
o ponto de tangéncia entre as circunferéncias Cj; e C,,
encontramos p’.

1) Quando as duas circunferéncias possuem dois pontos
de intersec¢do o ponto p’ € S’ é escolhido aleatoria-
mente entre os dois pontos de intersec¢do. Essa escolha
aleatéria pode ser feita a partir da biblioteca random e,
mais especificamente, a fungio np.random.randint em
Python mas, a fim de facilitar a transcri¢do do problema,
escolhemos sempre o primeiro ponto.

Quando ndo hd ponto de encontro entre as circun-
feréncias existem duas opgdes:
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a) Se uma circunferéncia estd contida na outra, traca-
se um segmento de reta a partir do centro da circun-
feréncia maior e que passa pelo centro da circun-
feréncia menor e termina em um ponto contido na
primeira circunferéncia, de forma que sua medida
seja equivalente ao raio da maior circunferéncia.
Desse segmento, iremos subtrair a distncia entre
os dois centros ¢ a medida do raio da menor
circunferéncia, restando, assim, a menor distancia
entre C; e C,.. O ponto p’ serd o ponto médio da
distancia obtida;

b) Se a distincia entre os centros € maior que a
soma dos raios das circunferéncias, tragca-se um
segmento de reta ligando os dois centros e, dele,
subtrai-se a medida dos dois raios, assim, restara a
distancia entre as duas circunferéncias. O ponto p’
que queremos calcular € o ponto médio da distancia
obtida.

Como o conjunto Iris possui 150 pontos, a projecio serd
realizada em 150 etapas, resultando em um grafico com a
representacio de todos os pontos p' € R?, como mostra a
Figura 3a. Note que foi possivel visualizar os elementos das
trés espécies de Iris, e consequentemente, serd possivel anal-
isar a distribuicdo dos seus elementos. As flores representadas
com pontos de cor azul estdo mais separadas, iSso ocorre pois
suas caracteristicas sdo bem distintas das outras; quanto mais
distintas forem as caracteristicas de um objeto, mais facilmente
serd feita a separacg@o.

III. FORCE

Para além do NNP, o método Force [2] surge na forma
de implementacdes que podem ser feitas a partir da projecao
criada pelo NNP com o objetivo de melhorar a proje¢ao dos
dados. A ideia central desse método € afastar pontos que foram
projetados muito préximos e aproximar pontos que foram
projetados muito distantes.

O esquema de melhoria Force funciona da seguinte forma:
Em primeiro lugar, ele recebe como entrada os dados em

dimensdo m e sua projecdo em dimensdo menor. Em seguida,
serd realizada a comparacdo de cada ponto projetado em
dimensdo menor com todos os demais pontos projetados (em
relacdo aos seus dados de origem no espago m-dimensional).
Sendo S = {p1,...,pn} 0 conjunto de dados m-dimensional,
S" = {pl,...,p),} o conjunto de dados projetado e pj o ponto
em dimensdo menor que estd sendo analisado, por exemplo,
serd feita a comparagdo de p; € S com p; € S onde j
percorre o intervalo de 1 até 150 discretamente. A depender
do resultado obtido esse pontos se tornardo mais préximos ou
mais distantes. Para isso, é definido o vetor v;; = p} — p;
e Ayj = 6(pi,p;) — d(p; — p};), onde 0 é uma fungdo de
dissimilaridade e d a distancia euclidiana. Assim, é aplicado
no ponto p;- € P na diregdo do vetor v;; uma perturbacdo que
depende de A;;. Portanto, se A;; > 0, o ponto p;. é afastado
de p; na projecao; se A;; < 0, o ponto p; se aproxima de pi;
e, por fim, se A;; = 0 a posicdo de p; permanece a mesma.
O artigo [2] sugere que seja utilizado uma fracdo do A;j,
entretanto nds utilizamos ele inteiro nos experimentos.

A Figura la mostra o grafico de dispersdo do conjunto antes
da aplicacdo do Force, de forma que a abscissa dos pontos é
d(pi, ;) e a ordenada € d(p;, p’;). Note que, em uma projegdo
ideal, o grafico de dispersdo estaria 0 mais préximo possivel
da funcdo identidade. J4 a Figura 1b representa o grifico de
dispersao do conjunto de dados apés a aplicacdo do método
Force e a Figura 3b exibe a projecao dos dados ap6s a melhoria
ser aplicada.

(a) NNP (b) Force

Fig. 1. Gréficos de dispersdo para o conjunto fris (3(pi,p;) x d(p;, pj))-

IV. LEAST SQUARE PROJECTION

O Least Square Projections (LSP) [3] € um método que se
diferencia dos anteriores pois ele utiliza pontos de controle
para orientar a projecdo. Assim, sendo S um conjunto de
dados a ser projetado em dimensio menor, no geral R?, ¢
preciso: 1) Determinar e projetar em R? os pontos de controle
de S; 2) Determinar a vizinhanca dos pontos p; € S; 3) A
partir dos passos anteriores, construir sistemas lineares, sendo
as solugdes deles as coordenadas das projegdes p, em R2.
Para a primeira etapa, deve-se definir a quantidade n. de
pontos de controle para que o algoritmo k-means [5] separe
S em n. aglomerados. Cada um desses aglomerados possui
um centroide e eles sdo encontrados por meio da biblioteca
sklearn do Python. Dessa forma, o p; € S mais proximo
do centroide de seu aglomerado € escolhido como ponto de



Fig. 2. Representacio de uma projecdo no fecho convexo de seus n,;>, = 5

controle. Tem-se assim o conjunto S, dos pontos de controle,
que ¢ entdo projetado em R? usando o NNP, em nosso caso.
Na segunda etapa, é preciso definir a quantidade n,;, de
vizinhos para os p; € S. Para cada p; é definida uma lista
Vi = {pi1,- -+, Din,,. } dos n,;, pontos mais préximos dele
em R™. A ideia por tras da defini¢cdo dos vizinhos € a de que
ao realizarmos a projecdo, o ponto projetado estard localizado
no fecho convexo de seus vizinhos. Matematicamente, iSSO
significa:

Nyiz

Y ;=0 0<a;; <1 Y ;=1 (1)
j=1

P —

Observe o exemplo na Figura 2 que elucida melhor a ideia
supracitada.

Por fim, na dltima etapa sdo montados os sistemas lineares
LX) =0e LXy = 0, tais que X1 = (11 712 ... Z1n)7,
Xo = (1‘21 29 ... Z‘Qn)T para pé = (Ql‘li,xgi), e L é a matriz
n X n tal que

1 ,s€1 =17
lij=q —o; .sep; eV ; 2)
0 , caso contrario

sendo que a;; = 1/ny;s,.
Ap0s isso, alteramos os sistemas usando uma matriz A de

é com C,, x, dado por:

forma que A =

Cij = {
3)

€ bz = (bﬂ,big, ""7bi(n+nc) s sendo que bil,big, ,bin =0
e paran < j < n+ ng by corresponde a i-€sima co-
ordenada do ponto de controle referente a linha j de A.
Consideremos, por exemplo, ps e pg pontos de controle de
um conjunto S = {p1,pa,...,ps}. Onde a sétima e a oitava
linha de A sio dadas por (0,0,1,0,0,0) e (0,0,0,0,0,1),
respectivamente. Suponhamos que as projecdes de ps e pg
sejam dadas por p5 = (0.5,0.6) e pg = (2,1.1). Nesse caso
os vetores by € by sdo dados por: by = (0,0,0,0,0,0,0.5,2)7
e by = (0,0,0,0,0,0,0.6,1.1)7.

Por fim, busca-se solucionar os sistemas dados por AX; =
by e AXy = by usando 1 = (ATA)"1ATY e 2y =
(AT A)=1 AT'by. Os sistemas lineares sio resolvidos no sentido
de minimos quadrados, o que significa que nds queremos
minimizar ||[AX; — b1|| e ||AX2 — bs||. Observe que a matriz

1, se p; € o ponto de controle associado a linha i
0, caso contrario

)T

A ndo é quadrada. A Figura 3¢ mostra a projecdo do conjunto
de dados Iris usando o LSP.

V. LOCAL AFFINE MULTIDIMENSIONAL PROJECTION

O método Local Affine Multidimensional Projection
(LAMP) [4] é uma técnica de projecdo que busca uma
familia de transformacgdes afins f : R™ — R? dada por
f(x) = xM + t para reduzir a dimensdo dos dados.

Mais especificamente, seja S = {p1,...,pn} C R™ o con-
junto de dados cujos elementos queremos reduzir a dimensio
para R2. Suponha que foram selecionados pontos de controle
S. = {a1,...,a, } a partir do conjunto S. Por exemplo,
selecionando n,. pontos de controle através do método k-
means [5] (no Python usamos o comando from sklearn import
cluster. KMeans).

Selecionados os pontos de controle é necessdrio projeta-
los, para isso utilizamos um método de projecdo ja existente.
Optamos por utilizar o NNP, visto que ja o haviamos estudado.
Desse modo temos um conjunto S, = {a},...,a], } C R?dos
pontos de controle projetados que auxiliardo na projecdo dos
demais.

Seja p € S, nés queremos construir uma transformacio
afim f,(x) = M + t para p que torna minimo o somatdrio
Sl il fpla;) — af||?, onde My, x> é uma matriz ortogonal
e t1x2 € um vetor ambos a serem determinados. O coeficiente
a; é definido por a; = W,i =1,...,n. Ji a matriz
M deve ser ortogonal pois assim os dados serdo apenas
rotacionados ou transladados durante o processo de projecao,
o que é importante visto que queremos preservar distancias.

Para solucionar tal problema de minimizacdo, inicialmente,
substituimos a expressdo de f, no somatério obtendo assim
S, ailla;M + t — af||%. Pode-se mostrar que o vetor ¢ é
dado por t = b — aM, onde d = Z;l;;aiai e b= Z?;aaia; ,
sendo a o0 somatério dos «;’s. Observe que precisamos obter a
matriz M afim de construir a fun¢do f,. Joia et al [4] mostram
em seu artigo que M = UV, onde U e V sdo dados pela
decomposicio em valores singulares da matriz A7 B, mais
especificamente AT B = UDV. Sendo que:

,/Oélfll \/allA)l

A= B= SENC)

. ’ .
\/OlncafnC vV On, lA)nC

com é; = a; — a e b; = a; — b. Diante disso, a proje¢io p’ de
um dado ponto p pode ser obtida por:

P =fo(p) =pM +t=pM+b—aM = (p—a)M +b.
(&)

Note que para cada p € S devemos achar uma transformagéo
afim dessa forma para que consigamos realizar a projecdo. A

Figura 3d mostra a projecdo do conjunto de dados Iris usando
o LAMP.

VI. RESULTADOS E COMPARACOES

Nesta secdo, iremos apresentar os resultados obtidos ao
realizar a projecdo multidimensional do conjuntos de dados



TABLE I
METRICAS DAS PROJECOES NO CONJUNTO IRIS

NNP | Force LSP | LAMP

Tempo | 0.145 | 0.703 | 0.221 0.358
Stress 0.123 | 0.013 | 0.037 0.677
Silhueta | 0.393 | 0.541 | 0.507 0.541

[ris. Os métodos de projecdo utilizados sdo os apresentados
no artigo. Mais especificamente, NNP, Force, LSP ¢ LAMP.
As implementacdes dos métodos foram feitas na linguagem
de programacdo Python e os experimentos foram conduzidos
por meio do Google Colab que tipicamente disponibiliza uma
maquina virtual com 12GB de memoéria RAM e 107GB de
memoria em disco.

As métricas utilizadas para atestar a qualidade das projecdes
foram Stress [6], Silhueta [7] e o Tempo de processamento, em
segundos. O Stress quantifica o quanto uma projecao distorce
os dados em termos de distancia, sua férmula é dada por:
Z?,j:l(dij - dlij)Q

doij=i(dig)?
onde n ¢ igual ao niimero de elementos do conjunto, d;; € a
distancia entre os pontos p; € p; no espago de dimensdo alta e
d;; corresponde a distancia entre as projegdes p; e p’;. Perceba
que, quanto menor o Stress melhor a projecdo. Por outro lado,
a Silhueta determina numericamente o quanto oS grupos se
mantém apds a realizacdo de uma projec@o. Sua férmula é
dada por:

(6)

Stress =

n
bi—ai

1
Silhueta = - ; maz(an b’ 7
onde a; é a média das distincias de p; a todos os pontos do
mesmo grupo de p; e b; € a menor distdncia de p; a todos
os pontos de outros grupos. Note que, valores de Silhueta
préoximos de 1 indicam projecdes que preservam bem seus
grupos.

A Tabela I mostra os resultados obtidos ao aplicar as
técnicas de projecdo multidimensional no conjunto de dados
[ris. Os resultados apresentados na tabela foram obtidos por
meio da média de 20 iteragdes das proje¢des. A titulo de
exemplo, uma projecdo de cada método € exibida na Figura 3.

VII. CONCLUSAO

Diante do exposto, é possivel perceber a importancia dos
métodos de projecao multidimensional no estudo de conjuntos
de dados multivaridveis, visto que eles permitem a projecao
desses conjuntos em uma dimensdo menor. Apesar do lento
processamento, o Force, quando aplicado em conjuntos de da-
dos, proporciona uma boa projecdo de acordo com as métricas
utilizadas. Tanto o LSP quanto o LAMP se utilizam de um
fator ndo observado nos métodos anteriores: os pontos de
controle, que orientam a proje¢do. Apesar disso, o célculo das
métricas revela que a proje¢do obtida pelo LAMP apresenta
certa distorcdo em relacao as distancias entre os dados quando
comparado com os demais métodos de projecdo. Destarte, o
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Fig. 3. Projecdes do conjunto de dados Iris.

método mais adequado a escolher ird depender do conjunto
de dados que é trabalhado e da finalidade para que eles sdo
manuseados.

Ademais, gostariamos de frisar a vontade de seguir com a
pesquisa. Em especial, pretendemos nos empenhar no estudo
de novos métodos, o primeiro deles sendo o Principal Com-
ponent Analysis (PCA), e também de outras métricas para
qualificar as projecdes.
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