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Abstract

This work presents parallel versions of Gusfield’s cut tree
algorithm and the proposal of two heuristics aimed at im-
proving their performance. Cut trees are a compact re-
presentation of the edge-connectivity between every pair
of vertices of an undirected graph. Cut trees have a vast
number of applications in combinatorial optimization and
in the analysis of networks originated in many applied
fields. However, surprisingly few works have been pu-
blished on the practical performance of cut tree algorithms.
This paper describes two parallel versions of Gusfield’s cut
tree algorithm and presents extensive experimental results
which show a significant speedup on most real and synthe-
tic graphs in our dataset.

Resumo

Este artigo apresenta duas implementações paralelas do al-
goritmo de Gusfield para a construção de árvores de cor-
tes de um grafo e a proposta de duas heurı́sticas para
melhorar seus desempenhos. Árvores de cortes são uma
representação compacta da aresta-conectividade entre to-
dos os pares de vértices de um grafo não direcionado. As
árvores de cortes têm inúmeras aplicações em otimização
combinatória e na análise de redes complexas. Entretanto,
poucos trabalhos sobre o desempenho prático dos algorit-
mos para árvores de cortes foram publicados. Este artigo
descreve duas versões paralelas do algoritmo de Gusfield
e heurı́sticas para melhorar os seus desempenhos. Resulta-
dos experimentais mostram que as implementações atingem
speedups altos, tanto em instâncias sintéticas como em gra-
fos obtidos de redes reais.

1 Introdução

Este trabalho apresenta a descrição de duas
implementações paralelas do algoritmo de Gusfield
para árvores de cortes e resultados experimentais que
mostram um bom desempenho dessas implementações
em um conjunto variado de instâncias do problema.
Heurı́sticas são propostas para melhorar a eficiência das
implementações.

Duas implementações para arquitetura MIMD (Multi-
ple Instruction stream, Multiple Data stream) foram ela-
boradas. A primeira implementação foi desenvolvida para
ser executada em clusters computacionais e utilizou a bi-
blioteca MPI (Message Passing Interface) [1]. A outra
implementação é voltada para a arquitetura de multiproces-
samento simétrico ou SMP (Symmetric Multiprocessing) e
utiliza a biblioteca OpenMP [2].

Árvores de cortes são uma importante estrutura combi-
natória que representa a aresta-conectividade entre todos os
pares de vértices de um multigrafo capacitado. As árvores
de cortes têm inúmeras aplicações diretas, por exemplo
[3, 4, 5, 6, 7, 8], e também são utilizadas na solução de
inúmeros outros problemas combinatórios em áreas como
particionamento de grafos, conectividade e roteamento, por
exemplo [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15].

Apesar da importância das árvores de cortes devido à sua
extensa lista de aplicações, nenhuma implementação para-
lela de algoritmos para árvores de cortes está publicamente
disponı́vel e não temos conhecimento de que algum estudo
experimental acerca do assunto tenha sido publicado.

Uma análise superficial do algoritmo de Gusfield pode
levar à conclusão de que o seu laço principal não pode ser
paralelizado com eficiência devido à dependência entre as
iterações. Entretanto, os resultados apresentados adiante
mostram que o algoritmo de Gusfield pode ser paralelizado



com relativa facilidade e de forma a produzir speedups1 sig-
nificativos.

Dado um grafo não direcionado com n vértices, o al-
goritmo sequencial de Gusfield executa n − 1 chamadas
a um algoritmo de fluxo-máximo. Cada execução encon-
tra um corte mı́nimo no grafo de entrada que separa um
vértice, chamado de origem, de seu vizinho na árvore em
construção. A estratégia usada para paralelizar o algoritmo
foi a de executar essas n−1 iterações em paralelo e de forma
otimista. À medida que as execuções do fluxo máximo ter-
minam, o algoritmo faz tentativas de modificar a árvore de
cortes em construção. Essa tentativa será bem sucedida so-
mente se os vértices separados pelo corte mı́nimo encon-
trado ainda forem vizinhos na árvore. Caso outra execução
paralela tenha modificado a árvore de forma que os dois
vértices sendo separados não sejam mais vizinhos na árvore,
o corte mı́nimo encontrado é rejeitado e um novo corte
mı́nimo separando a origem de seu novo vizinho na árvore
deve ser calculado.

O desempenho das implementações paralelas do algo-
ritmo de Gusfield depende da estrutura do grafo. Por isso,
executamos experimentos em um conjunto de grafos que
cobre diversas classes de grafos sintéticos bem como algu-
mas redes complexas reais.

O restante do artigo está assim organizado. Na Seção 2
descrevemos o algoritmo de Gusfield para computar uma
árvore de cortes. A Seção 3 trata da paralelização de algo-
ritmos para árvores de cortes. Nela são apresentadas justifi-
cativas para a escolha de paralelizar o algoritmo de Gusfield
e são descritas as implementações com MPI e OpenMP. A
Seção 4 apresenta os resultados experimentais e a Seção 5
traz as conclusões.

2 Algoritmos para Árvores de Cortes

Iniciamos com algumas definições. Seja um grafo não
direcionado G = (V,E) cujas arestas estão associadas a
capacidades por uma função c : E → Z+. Um corte de
G é uma bipartição de V . O conjunto de arestas que cru-
zam o corte {X,Y } é EG(X,Y ) = {{u, v} ∈ E(G) | u ∈
X e v ∈ Y }. A capacidade de um corte é o somatório das
capacidades das arestas que cruzam o corte.

Sejam s e t dois vértices de V . Um s-t-corte de G é
um corte {X,V − X} tal que s ∈ X e t ∈ V − X . Um
s-t-corte mı́nimo é um s-t-corte de capacidade mı́nima. A
aresta-conectividade local entre s e t, usualmente denotada
por λG(s, t), é a capacidade de um s-t-corte mı́nimo.

Considere o problema de calcular a aresta-conectividade
local entre todos os pares de vértices de um grafo não di-
rigido. Isto é, desejamos calcular a capacidade de um
corte mı́nimo entre cada par de vértices do grafo. A

1O speedup é a razão entre o tempo de execução sequencial e o tempo
de execução paralelo.

solução ingênua consiste em executar
(
n
2

)
algoritmos de

corte mı́nimo (ou fluxo máximo), um para cada par de
vértices. Em 1961, R. E. Gomory e T. C. Hu [16] mos-
traram que o cômputo de apenas n − 1 fluxos máximos é
suficiente. A solução consiste na construção de uma árvore
capacitada sobre o conjunto de vértices do grafo que repre-
senta os valores das conectividades locais para todos os pa-
res de vértices. Abaixo definimos esta árvore.

Uma árvore de fluxo equivalente de um grafo G é uma
árvore capacitada T sobre o conjunto de vértices V tal
que para todos os pares de vértices u, v ∈ V , a menor
capacidade de uma aresta no caminho entre u e v em T
é igual à conectividade local entre u e v em G, isto é,
λG(u, v) = λT (u, v), para todos u, v ∈ V .

Uma árvore de cortes de um grafo G é uma árvore de
fluxo equivalente T tal que o corte induzido pela remoção
da aresta de capacidade mı́nima do caminho entre u e v em
T é um u-v-corte mı́nimo de G para todos u, v ∈ V . As
árvores de cortes também são conhecidas como árvores de
Gomory-Hu [17].

A Figura 1(b) mostra uma árvore de cortes do grafo da
Figura 1(a). A Figura 1(a) mostra um corte mı́nimo entre os
vértices A e F induzido pela remoção da aresta {C,D} da
árvore de cortes.

O algoritmo de Gusfield para encontrar uma árvore de
fluxo equivalente de um multigrafo capacitado consiste de
n − 1 iterações. Cada uma delas calcula um s-t-corte
mı́nimo. O pseudo-código pode ser visto no Algoritmo 1. O
conjunto de vértices é representado por {1, 2, . . . , |V |}. O
algoritmo inicia com uma árvore com topologia de estrela
em que o nodo 1 é o centro (linhas 1-2). A cada iteração
(linhas 3-6), o algoritmo escolhe um vértice diferente, s,
s ≥ 2, como origem. Essa escolha determina o vértice
de destino, t, como o vizinho atual de s na árvore. Um
s-t-corte mı́nimo é computado e a árvore em construção é
modificada: cada nodo t′ vizinho de t com t′ > s que esteja
no lado de s do s-t-corte é desconectado de t e reconectado
a s. O algoritmo termina quando cada nodo de 2 até |V |
tiver sido a origem de um s-t-corte de uma iteração.

A implementação do algoritmo de Gusfield é simples,
pois pode utilizar qualquer algoritmo de fluxo máximo sem
nenhuma modificação. A versão descrita no Algoritmo 1
calcula uma árvore de fluxo equivalente. Uma pequena
modificação o faz encontrar uma árvore de cortes: na li-
nha 8, permita que qualquer vizinho de t que esteja em X
seja reconectado a s.

3 A Paralelização de Algoritmos para
Árvores de Corte

A paralelização de algoritmos para árvores de corte en-
volve pelo menos duas escolhas:
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Figura 1. Uma árvore de cortes e um stcorte mı́nimo.

Algoritmo 1 Algoritmo de Gusfield - Versão Sequencial
Entrada G = (VG, EG, c), um grafo não-orientado
Saı́da T = (VT , ET , f), uma árvore de fluxo equivalente

de G
1: para i = 1 até |VG| faça
2: treei ← 1

// |VG| − 1 iterações (fluxos máximos)
3: para s← 2 até |VG| faça
4: t← trees
5: flows ← fluxo-máximo(s, t)
6: {X,X} ← s-t-corte mı́nimo

// atualiza a árvore
7: para u ∈ VG, u > s faça
8: se treeu = t e u ∈ X então
9: treeu ← s

// Devolve uma árvore de fluxo equivalente
10: VT ← VG

11: ET ← ∅
12: para s← 2 até |VG| faça
13: ET ← ET ∪ {s, trees}
14: f({s, trees})← flows

15: devolva T = (VT , ET , f)

• a escolha do algoritmo: algoritmo de Gomory-Hu ou
algoritmo de Gusfield;

• a escolha do nı́vel de paralelismo a ser implementado.

Assim como o algoritmo de Gusfield, o algoritmo de
Gomory-Hu também faz n − 1 chamadas a um algoritmo
de s-t-cortes mı́nimos. Entretanto, o algoritmo de Gomory-
Hu contrai cada lado do corte encontrado e usa recursão nos
dois grafos obtidos.

Descrevemos a seguir várias razões para escolher parale-
lizar o algoritmo de Gusfield em oposição ao algoritmo de
Gomory-Hu.

A existência de s-t-cortes mı́nimos balanceados favorece
o algoritmo de Gomory-Hu porque o tamanho do grafo é
reduzido a cada iteração que utilize um corte balanceado.

Entretanto, a maioria dos grafos reais e grafos gerados por
modelos aleatórios como o Modelo de Erdös-Rényi (ER) e o
Modelo de Barabási-Albert (BA) raramente possuem cortes
balanceados. Isso implica que os tamanhos dos subproble-
mas não se tornam significativamente menores. Ainda mais
importante, a inexistência de cortes balanceados sugere que
seja difı́cil garantir um balanceamento de carga entre os pro-
cessos em implementações do algoritmo de Gomory-Hu.

O algoritmo de Gusfield calcula fluxos máximos sem-
pre no mesmo grafo de entrada. Assim, cada processo pode
manter uma cópia do grafo de entrada de forma que não seja
necessária a transmissão de grafos ao longo da execução
paralela. Entretanto, uma implementação paralela do algo-
ritmo de Gomory-Hu necessita transferir mais dados entre
os processos uma vez que o grafo sofre transformações.

Trataremos agora do grau de paralelismo a ser explorado
e justificaremos a opção por paralelizar o laço principal do
algoritmo de Gusfield. A alternativa dessa escolha é utilizar
um algoritmo paralelo para o problema do fluxo máximo.
Entretanto, o problema do fluxo máximo é difı́cil de ser
paralelizado. Apesar de extensa pesquisa sobre fluxo em
redes em paralelo, os trabalhos experimentais do assunto
reportam speedups pequenos (ex. [18, 19]) devido ao sin-
cronismo necessário para a execução dos algoritmos. Por
outro lado, a implementação paralela do algoritmo de Gus-
field pode resolver um fluxo máximo por linha de execução
ou processo, sem sincronização, e alcançar speedups eleva-
dos, como veremos na Seção 4.

As nossas implementações são baseadas no algoritmo
Push-Relabel para o problema do fluxo máximo [20] e uti-
lizam o código HIPR2, desenvolvido por B.V. Cherkassky
e A.V. Goldberg [21]. Reportamos resultados da versão do
algoritmo de Gusfield que encontra uma árvore de fluxos
equivalentes.

2De propriedade de IG Systems, Inc. Copyright 1995-2004. Disponı́vel
livremente para fins de pesquisa.



3.1 Implementação com MPI

Message Passing Interface (MPI) é uma biblioteca de
rotinas para o gerenciamento de processos e para a troca
de mensagens em arquiteturas paralelas com memória dis-
tribuı́da [2].

A implementação do algoritmo de Gusfield com MPI
utiliza o modelo mestre-escravo. O processo mestre é res-
ponsável por enviar os subproblemas aos escravos e também
por manipular a árvore de cortes em construção.

Os processos são numerados de 0 até p − 1. O processo
mestre é o proc0. Cada processo mantém uma cópia do
grafo de entrada. O processo mestre cria tarefas e as envia
para os processos escravos. Uma tarefa é definida por um
par de nodos (s, t) que definem a origem e o destino de uma
instância do problema do fluxo máximo.

Quando um processo escravo conclui a execução do
fluxo máximo, ele envia ao processo mestre o valor do fluxo
máximo e uma lista dos nodos que definem o corte mı́nimo
encontrado. Ao receber a resposta, o processo mestre pode
atualizar a árvore de cortes em construção desde que o nodo
s ainda seja vizinho do nodo t. A atualização da árvore de
cortes é semelhante à que é feita no algoritmo sequencial.
Se s e t não forem mais vizinhos no momento desse pro-
cessamento, então dizemos que a tarefa associada falhou e
outra tarefa cuja origem é s e o destino é o novo vizinho de
s na árvore é produzida.

A estrutura do grafo influencia no número de tarefas fa-
lhas. Quando o conjunto X que define o s-t-corte {X,V −
X} é pequeno, a árvore sofre poucas alterações e, portanto,
poucas tarefas podem falhar. O speedup da execução para-
lela depende do número de tarefas falhas ao longo de sua
execução.

3.2 Implementação com OpenMP

OpenMP (Open Multi-Processing) é uma interface de
programação de aplicação (API) projetada para facilitar a
programação paralela em arquiteturas de memória compar-
tilhada SMP (Symmetric Multiprocessing). Essa API for-
nece diretivas que estendem as linguagens Fortran, C e C++,
que definem como o processamento é compartilhado por th-
reads a serem executadas em diferentes processadores ou
núcleos e também como os dados da memória comparti-
lhada são acessados pelas threads [2].

A adaptação do algoritmo de Gusfield em OpenMP foi
feita pela paralelização do laço principal que faz as n − 1
chamadas da rotina que calcula o fluxo máximo.

Seja k o número máximo pré-definido de threads. O
algoritmo utiliza uma estratégia otimista e encontra k
s-t-cortes mı́nimos em paralelo. Cada um desses cortes é
usado em uma tentativa de modificar a árvore de cortes em
construção. Cada thread, após encontrar um s-t-corte, ve-

rifica se o vértice de destino, t, ainda é o vizinho de s na
árvore em construção. Isso não ocorre quando um corte
encontrado por outra thread, que foi bem sucedido em mo-
dificar a árvore, separou s de t. Nesse caso, dizemos que
a thread falhou e um outro s-t-corte é calculado para se-
parar s do seu novo vizinho na árvore. Caso a thread seja
bem sucedida em separar s de t, ela atualiza a árvore em
construção. Os testes e as modificações da árvore são fei-
tos em exclusão mútua, dentro de uma região crı́tica, para
garantir a correção do algoritmo.

4 Resultados Experimentais

A seguir apresentamos a descrição dos experimentos e
os resultados obtidos com a paralelização do algoritmo de
Gusfield.

Ambiente Computacional Os experimentos com MPI
foram executados em um cluster composto de 14 computa-
dores com processadores Intel Core 2 Quad 2.4 GHz, com
2 GB de memória e 4MB de memória cache interconecta-
dos por uma rede Gigabit Ethernet. Os experimentos com
OpenMP foram executados em um computador com pro-
cessador Quad-Core AMD Opteron com 2.8 GHz de clock
de 8 núcleos, 8 GB de memória e 512 KB de memória ca-
che. As implementações foram escritas em linguagem C e
compiladas com o gcc com nı́vel de otimização -O3.

Descrição do Conjunto de Instâncias O conjunto de da-
dos de testes é composto por 10 grafos representando dife-
rentes classes de grafos reais e sintéticos, como mostrado na
Tabela 1. Os 4 primeiros grafos foram obtidos a partir de re-
des reais: 2 redes de colaboradores em trabalhos cientı́ficos
[22, 23], uma rede de transmissão elétrica [24] e uma rede
peer-to-peer [22]. Duas redes foram geradas por modelos
aleatórios: o modelo binomial de Erdös-Rényi (ER) [25] e o
modelo de conexões preferenciais de Barabási-Albert (BA)
[26]. As outras 4 instâncias são grafos sintéticos de diferen-
tes tipos utilizados em outros trabalhos experimentais sobre
cortes mı́nimos e árvores de cortes [27, 28].

Medidas de Desempenho Paralelo O speedup, denotado
por S, é uma medida frequentemente utilizada para quanti-
ficar a melhora do tempo de execução paralelo em relação
ao sequencial e é definido como S = TS/TP , onde TS é o
tempo da execução sequencial e TP é o tempo da execução
paralela utilizando P processadores. A eficiência, E, é o
speedup normalizado e é calculada como E = S/P .

Resultados Experimentais Execuções preliminares fo-
ram feitas para definir as melhores formas de escalona-
mento de tarefas. Nas execuções com MPI, os melhores



Tabela 1. Lista de grafos utilizados nos expe
rimentos.

Grafo |V | |E|
TREE 1500 563625
NOI 1500 562125
CA-HepPh 11204 235238
BA 10000 49995
ER 10000 49841
P2P-Gnutella 10876 39994
PATH 2000 21990
GeoComp 3621 9461
PowerGrid 4941 6594
DBLCYC 1024 2048

resultados ocorreram com a execução do processo mestre e
um escravo em uma mesma máquina e os demais escravos
em máquinas exclusivas. Essa distribuição dos processos se
justifica pois o trabalho do mestre é significativamente me-
nor do que o dos escravos, e, assim, pelo menos um escravo
se beneficia ao se comunicar diretamente com o mestre que
está na mesma máquina. A implementação com OpenMP
teve melhor desempenho com a estratégia dinâmica de es-
calonamento do OpenMP, que distribui as tarefas em tempo
de execução para threads ociosas de forma a proporcionar
algum balanceamento de carga.

Os resultados apresentados nas próximas duas seções
abaixo se baseiam em implementações que não utilizam
heurı́sticas para evitar laços falhos, que, contudo, já pro-
duziram bons speedups. Entretanto, mostraremos adiante
que os resultados podem ser melhorados com a utilização
de duas heurı́sticas relativamente simples.

Resultados com MPI Os resultados dos experimentos
com a implementação em MPI são mostrados na Ta-
bela 2 e na Figura 2. Os dados apresentados correspon-
dem a médias de 10 execuções para cada situação. A
eficiência das execuções paralelas foi alta, em particular
para as instâncias P2P-Gnutella, BA, ER, NOI e TREE. Nas
instâncias DBLCY, PATH e CA-HepPH a eficiência foi em
torno de 0.60. Somente nas instâncias Geocomp e Power-
grid a eficiência foi inferior a 0.50.

A implementação do algoritmo de Gusfield com MPI
produziu bons speedups sem a necessidade de heurı́sticas
para evitar laços falhos. Entretanto, nos casos de instâncias
que produzem um maior número de falhas, algumas
heurı́sticas podem ser consideradas. Uma delas consiste em
escolher o s-t-corte mı́nimo {X,X}, s ∈ X , que mini-
mize |X| na tentativa de reduzir o número de modificações
da árvore em construção. Outra heurı́stica de consequência
menos direta consiste em escolher os vértices de origem em
alguma ordem particular, por exemplo, em ordem não cres-
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cente do grau do vértice.

Resultados com OpenMP Os resultados obtidos com a
implementação baseada em OpenMP do algoritmo de Gus-
field executados em uma máquina com 8 núcleos são mos-
trados na Tabela 3 e na Figura 3. A média dos valores de
eficiência foi acima de 0.50 na maioria das instâncias.

O melhor speedup obtido com OpenMP em grafos reais



Tabela 2. Resultados da implementação do algoritmo de Gusfield com MPI. Médias dos tempos de
execução, speedups (S ) e eficiência (E ) são mostrados para números pares de processos.

Number of CA-HepPh Geocomp Powergrid P2P-Gnutella BA
procs. time S E time S E time S E time S E time S E

sequential 475.01 - - 2.25 - - 3.85 - - 65.23 - - 87.71 - -
2 479.93 0.99 0.49 6.45 0.35 0.17 12.31 0.31 0.16 73.24 0.89 0.45 95.49 0.92 0.46
4 201.56 2.36 0.59 1.53 1.47 0.37 2.57 1.50 0.37 24.88 2.62 0.66 31.94 2.75 0.69
6 143.35 3.31 0.55 0.97 2.32 0.39 1.69 2.27 0.38 16.94 3.85 0.64 21.66 4.05 0.67
8 99.64 4.77 0.60 0.79 2.84 0.35 1.24 3.10 0.39 11.73 5.56 0.69 14.42 6.08 0.76

10 76.84 6.18 0.62 0.77 2.91 0.29 1.19 3.24 0.32 9.24 7.06 0.71 11.16 7.86 0.79
12 63.01 7.54 0.63 0.65 3.48 0.29 1.04 3.69 0.31 7.47 8.73 0.73 8.98 9.77 0.81
14 53.50 8.88 0.63 0.57 3.97 0.28 0.99 3.87 0.28 6.27 10.41 0.74 7.41 11.83 0.85
16 46.52 10.21 0.64 0.58 3.88 0.24 0.82 4.67 0.29 5.41 12.06 0.75 6.45 13.60 0.85

Number of DBLCYC ER NOI PATH TREE
procs. time S E time S E time S E time S E time S E

sequential 11.13 - - 104.23 - - 384.84 - - 5.42 - - 236.78 - -
2 13.83 0.81 0.40 109.90 0.95 0.47 385.61 1.00 0.50 7.52 0.72 0.36 237.10 1.00 0.50
4 4.66 2.39 0.60 34.82 2.99 0.75 130.75 2.94 0.74 2.22 2.44 0.61 78.53 3.02 0.75
6 2.98 3.74 0.62 23.70 4.40 0.73 90.11 4.27 0.71 1.35 4.00 0.67 53.11 4.46 0.74
8 2.21 5.04 0.63 16.27 6.40 0.80 63.36 6.07 0.76 0.98 5.54 0.69 36.59 6.47 0.81

10 1.84 6.05 0.60 12.75 8.17 0.82 49.59 7.76 0.78 0.89 6.06 0.61 28.07 8.43 0.84
12 1.58 7.06 0.59 10.43 10.00 0.83 41.38 9.30 0.77 0.74 7.33 0.61 22.94 10.32 0.86
14 1.33 8.38 0.60 8.80 11.84 0.85 35.21 10.93 0.78 0.69 7.81 0.56 19.20 12.33 0.88
16 1.19 9.34 0.58 7.63 13.66 0.85 30.37 12.67 0.79 0.56 9.73 0.61 16.50 14.35 0.90

Tabela 3. Resultados da implementação do algoritmo de Gusfield com OpenMP. A tabela mostra as
médias dos tempos de execução, dos speedups (S ) e da eficiência (E ) para cada instância.

Number of CA-HepPh Geocomp Powergrid P2P-Gnutella BA
threads time S E time S E time S E time S E time S E

1 517.07 - - 2.10 - - 3.03 - - 65.79 - - 87.66 - -
2 314.32 1.65 0.82 1.29 1.63 0.82 1.94 1.56 0.78 44.10 1.49 0.75 44.94 1.95 0.98
3 233.42 2.22 0.74 0.97 2.17 0.72 1.47 2.06 0.69 30.87 2.13 0.71 36.24 2.42 0.81
4 190.77 2.71 0.68 0.80 2.64 0.66 1.20 2.53 0.63 26.31 2.50 0.63 29.71 2.95 0.74
5 173.56 2.98 0.60 0.66 3.19 0.64 1.01 3.00 0.60 21.00 3.13 0.63 27.29 3.21 0.64
6 164.59 3.14 0.52 0.58 3.60 0.60 0.88 3.42 0.57 19.96 3.30 0.55 24.35 3.60 0.60
7 160.22 3.23 0.46 0.52 4.05 0.58 0.82 3.72 0.53 17.93 3.67 0.52 24.08 3.64 0.52
8 162.48 3.18 0.40 0.47 4.48 0.56 0.76 4.01 0.50 18.44 3.57 0.45 23.50 3.73 0.47

Number of DBLCYC ER NOI PATH TREE
threads time S E time S E time S E time S E time S E

1 10.12 - - 115.16 - - 585.37 - - 5.60 - - 315.09 - -
2 11.09 0.91 0.46 57.71 2.00 1.00 352.84 1.66 0.83 3.08 1.82 0.91 170.51 1.85 0.92
3 7.83 1.29 0.43 47.71 2.41 0.80 232.72 2.52 0.84 2.16 2.59 0.86 113.66 2.77 0.92
4 4.63 2.18 0.55 38.69 2.98 0.74 166.95 3.51 0.88 1.65 3.39 0.85 92.18 3.42 0.85
5 3.31 3.06 0.61 32.70 3.52 0.70 146.06 4.01 0.80 1.33 4.19 0.84 77.23 4.08 0.82
6 2.77 3.66 0.61 31.96 3.60 0.60 127.23 4.60 0.77 1.17 4.78 0.80 71.38 4.41 0.74
7 2.29 4.43 0.63 27.19 4.23 0.60 129.23 4.53 0.65 1.01 5.52 0.79 69.02 4.57 0.65
8 2.14 4.72 0.59 26.23 4.39 0.55 113.44 5.16 0.65 0.93 6.01 0.75 66.93 4.71 0.59

foi de 4.48 e em grafos sintéticos foi de 6.01. Os piores
speedups em redes reais e em redes sintéticas foram de 3.18
and 3.73, respectivamente.

Outros bons resultados foram obtidos em experimentos
em um computador com 16 núcleos. O melhor speedup foi
de 9.4 utilizando 16 threads no grafo NOI. Um experimento
com o grafo ER com 3000 nodos e grau médio 5 alcançou

um speedup de 9.2 utilizando 10 threads.
A implementação com OpenMP em arquitetura com

memória compartilhada não é tão escalável quanto a
implementação com MPI em clusters. A memória com-
partilhada é um gargalo na execução com OpenMP, pois a
utilização de memória RAM se torna excessiva nos grafos
maiores e um número elevado de threads, já que cada thread



necessita uma cópia do grafo para a execução de algoritmos
de fluxo máximo em diferentes pares de vértices.

Assim como ocorre na implementação com MPI,
heurı́sticas podem reduzir o número de laços falhos e me-
lhorar o desempenho do algoritmo em alguns casos.

Heurı́sticas para Redução do Número de Laços Falhos
Duas heurı́sticas foram implementadas na tentativa de re-
duzir o número de laços falhos. A primeira consiste em
verificar se o corte trivial formado pelo vértice de ori-
gem é um corte mı́nimo. A escolha desse corte implica
que a separação do vértice e de seu vizinho não produz
modificações na árvore em construção e, portanto, não in-
terfere com o trabalho paralelo dos outros processos.

A segunda heurı́stica consiste em ordenar os vértices de
forma a maximizar as chances dos cortes encontrados te-
rem margens pequenas do lado da origem. A ordenação
escolhida foi a não crescente de graus dos vértices pois ela
implica que se o s-t-corte mı́nimo é trivial, então {{s}, V −
{s}} é um s-t-corte mı́nimo cuja utilização não modifica a
árvore em construção.

A Tabela 4 mostra a redução do número de falhas nas
execuções da implementação usando OpenMP com 8 thre-
ads e da implementação usando MPI em 16 processos em
todas as 10 instâncias do conjunto de testes. Pode-se veri-
ficar que as duas heurı́sticas apresentadas foram suficientes
para reduzir o número de laços falhos a valores muito bai-
xos. A Tabela 5 mostra os speedups das execuções com e
sem as heurı́sticas da implementação em MPI com 16 pro-
cessos.

5 Conclusão

As árvores de cortes são estruturas combinatórias am-
plamente utilizadas. Dois algoritmos sequenciais para
construção das árvores de cortes são bem conhecidos,
porém nenhum experimento com implementações parale-
las deles foi publicado. Apresentamos nesse artigo os re-
sultados experimentais de duas implementações do algo-
ritmo de Gusfield utilizando OpenMP e MPI, respectiva-
mente. Os resultados mostram que as implementações pa-
ralelas alcançam bons speedups. As heurı́sticas propostas
reduzem o número de falhas. A solução paralela é relati-
vamente simples e requer poucas mudanças no código se-
quencial, particularmente no caso da implementação base-
ada em OpenMP. Enquanto a implementação com OpenMP
permite um maior controle sobre os elementos de proces-
samento (threads), a versão com MPI provê melhor esca-
labilidade. As duas implementações são complementares
pois podem tirar proveito de computadores com múltiplos
processadores bem como de clusters computacionais.

Trabalhos futuros incluem novos experimentos
com as heurı́sticas para melhorar a escalabilidade das

implementações e uma implementação paralela do algo-
ritmo de Gomory-Hu.

Tabela 5. Speedups das heurı́sticas da
implementação em MPI executada em 15
máquinas (16 processos).

sem heurı́stica heurı́sticas
Instância heurı́stica 1 1 & 2
powergrid 2.1 4.0 6.1
CA-HepPh 9.9 10.5 12.1
geocomp2 3.2 4.3 5.6
p2p-Gnutella04 9.3 9.7 11.2
dblcyc.1024 9.9 12.0 12.8
er.10000.5.1 9.6 9.8 9.8
noi5.1500.38 5.8 5.9 8.5
path.2000.101 6.8 7.1 7.9
tree.1500.100 7.0 7.1 7.1
ba.10000.5.1 15.2 15.5 15.3
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