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Resumo

Neste trabalho descrevemos trés algoritmos parale-
los de ordenacao: Ordenagio_Biténica, Ordenagio_CD
e Ordenagido_Divisao, desenvolvidos no modelo CGM
e suas respectivas implementacées. No CGM, cada pro-
cessador possui memdria local de tamanho O(%) e em
cada rodada de comunicagdo cada processador pode en-
viar ou receber O(%) dados, onde n é o tamanho da
entrada e p é o nimero de processadores utilizados.
O algoritmo Ordenagdo_Bitonica utiliza O(logp) ro-
dadas de comunicacdo e tempo de computacdo local
O(%gﬁ) e sua implementacdo apresenta um bom de-
sempenho em relagcao ao algoritmo segqiiencial. Além
disso, ndo foi encontrada nenhuma outra implementacao
deste algoritmo no modelo CGM e este algoritmo pode
ser utilizado em ordenagdo externa. Os algoritmos
Ordenagao_CD e Ordenagio_Divisao utilizam O(1) ro-
dadas de comunicacao e tempo de computagcdo local
O(%ﬂ). Entretanto, o algoritmo Ordenagio_CD apre-
senta um desempenho um pouco melhor. A implementagdo
do deste algoritmo apresenta resultados muito bons em
relacdo ao tempo de execugdo, mostrando que este algo-
ritmo € eficiente se executado para tamanhos de entradas
grandes.

1. Introducao

A ordenagio é uma das operagbes mais executa-
das na drea de computagiio, pois a manipulacdo de da-
dos ordenados, na maioria das aplicacdes, € mais facil que
a manipulacdo de dados em uma ordem arbitraria.

O problema de ordenagio pode ser definido como a
reorganizagdo de uma colegio de elementos em ordem
crescente ou decrescente. Knuth [8], define formalmente
ordenagdo da seguinte forma:

Defini¢ao 1.1 Um conjunto de elementos satisfaz uma or-
dem linear < se e somente se:
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1. quaisquer dois elementos a e b temos a < b, a = b ou
b<a;

2. quaisquer trés elementos a, bec, sea < beb < ¢
entdoa < c.

A ordenagio é muito importante para outros problemas,
especialmente na busca de informagdes. Em paralelo, a
ordenagao ¢é utilizada como sub-rotina para resolver diver-
sos problemas em grafos [5].

O modelo Coarsed Grained Multicomputer (CGM), pro-
posto por Dehne et al. [4] consiste em um conjunto de p pro-
cessadores, cada um com memdria local de tamanho Of % )e
conectados por uma rede de interconexio, onde n € o tama-
nho do problema e ’—;— > p. Este modelo é uma simplifica¢io
do modelo Bulk Synchronous Parallel (BSP) proposto por
Valiant [9], que também é um modelo dito realistico,
pois define pardmetros para mapear as principais carac-
teristicas de maquinas paralelas reais, ou seja, levando em
consideracao, dentre outras coisas, o tempo de comunicacao
entre os processadores. Denominamos de h-relagio a quan-
tidade h de dados trocados em uma comunicagéo.

Um algoritmo CGM possui rodadas de computacio local
alternadas com rodadas de comunicagio entre 0s processa-
dores, onde cada processador envia e recebe, em cada ro-
dada, Of % ) dados no mdximo. As rodadas de computacio
local e de comunicagiio entre os processadores sdo separa-
das por barreiras de sincronizagio.

O tempo de execugdo de um algoritmo CGM ¢ a
soma dos tempos gastos tanto com computacio lo-
cal quanto com comunicagdes entre os processadores. Nas
rodadas de computacao local, geralmente utilizamos o me-
lhor algoritmo seqiiencial para o processamento, além de
estarmos interessados em minimizar o nimero de roda-
das de computagio.

A ordenagdo ¢ um importante problema que recor-
rentemente € explorado. Neste trabalho, apresentaremos
trés algoritmos paralelos de ordenagdo e suas respecti-
vas implementacdes.

O algoritmo Ordenagdo_Biténica, descrito na Secio
2, é baseado na idéia do algoritmo segiiencial apresen-
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tado em Céceres et al. [3]. Este algoritmo apresenta um
bom desempenho em relagdo ao seqiiencial, além disso
pode ser aplicado na ordenagiio externa e suas rodadas de
comunicagao sdo sempre entre pares de processadores, ndo
havendo comunicagdes coletivas. Este algoritmo foi des-
crito em diversos outros modelos, por exemplo, no modelo
LogP [1], porém ndo existe nenhuma implementagio no
CGM.

O algoritmo Ordenagdo_CD, apresentado na Secio 3
utiliza a idéia de separar os elementos dos processadores
em intervalos definidos por divisores globais. Este algo-
ritmo possui um 6timo desempenho, principalmente, em de-
corréncia de possuir um nimero constante de rodadas de
comunicacao.

Na Segio 4, o algoritmo Ordenagdo_Divisdo serd des-
crito. Este algoritmo divide os elementos pelos processa-
dores utilizando p-quartis. Este algoritmo também apre-
senta um bom desempenho, pois o nimero de rodadas de
comunicagao € constante.

E importante observar que todos os algoritmos foram im-
plementados na linguagem C/C++ juntamente com uma bi-
blioteca de troca de mensagens MPI. Os experimentos fo-
ram executados em um Beowulf de 64 processadores Pen-
tium ITI 500 MHz, cada um com 256 MB de meméria RAM.
Todos os n6s estavam interconectados através de um switch
Fast Ethernet. Cada né executava o sistema operacional Li-
nux RedHat 7.3 com g++ 2.96 e MPI/LAM 6.5.6.

Os tempos obtidos para ordenagio foram medidos em se-
gundos, ndo incluindo o tempo de distribui¢io dos dados.
Foram realizados 30 experimentos e os maiores tempos fo-
ram utilizados para a construgiio dos grificos. Os arquivos
de entrada foram os mesmos para todos os algoritmos e fo-
ram gerados aleatoriamente, onde para cada entrada foram
utilizados 1, 2, 4, 8, 16 e 32 processadores.

Por fim, na Segio 5, realizamos as consideragoes finais
sobre os algoritmos apresentados.

Os resultados completos e as demosntragdes dos teore-
mas podem ser encontrados em [7].

2. Ordenacao Bitonica

Nesta se¢do descreveremos um algoritmo de ordenagio
denominado de Ordenagdo_Biténica que utiliza a idéia de
unir pares de subseqiiéncias , alternada com ordenagdes lo-
cais. A entrada do algoritmo € uma seqiiéncia de nimeros
de tamanho 7 e utiliza p processadores, onde n € poténcia
de dois e 1;— > p.

Defini¢cao 2.1 Uma segiiéncia de niimeros (ay, as, ..., an) é
dita biténica, se existe um inteiro 1 < j < n, tal que a; <
az <... <@ 2 aj41 = ... 2 an [310]

Uma seqiiéncia de mimeros também é denomi-
nada bitonica se pudermos desloci-la ciclicamente,
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tal que a seqiiéncia resultante S seja bitbnica, ou
seja, existe um ndmero inteiro 1 < £k < n, tal que
S1) £ 8@) S-S 8 = Sk41) = .- = Sy

Exemplo 2.1 A segiiéncia (1, 3, 5, 6, 7, 4, 2) € biténica,
com k = 5. A seqiiéncia (9, 6, 3, 2, 5, 7, 10) é biténica, pois
a seqiiéncia (2, 5, 7, 10, 9, 6, 3) é biténica com k = 4.

Teorema 2.1 Seja S = (ai,as....,a2,) uma seqiiéncia
biténica. Podemos obter duas seqiiéncias biténicas apli-
cando a operagdo de divisdo biténica da seguinte forma:

Smin = (min{ay,ap41},. .., min{an,az,})

e

. max{@an, azn}).

Além disso, temos que maz(Spin) < min(Smac). ou
seja, todos os elementos de Sy,in, sG0 menores ou iguais aos
elementos de Syaz [7].

Exemplo 2.2 Dada S = (2, 3,6, 7, 8, 5, 4, 1), obtemos as
seguintes seqiiéncias biténicas: Spmin = (2, 3,4, 1) ¢ Spax
=(8,56,7) :

2.1. Descricao do Algoritmo

No algoritmo Ordenagdo_Biténica, assumimos que o
nimero de elementos n da seqiiéncia a ser ordenada e o
nimero de processadores p sao poténcias de dois. A cada
rodada do algoritmo, cada processador possui exatamente
2 elementos da seqiiéncia global.

A idéia do algoritmo que descreveremos é base-
ada na operagio de divisdes bitdnicas sucessivas e
ordenagdes locais, até que toda a seqiiéncia esteja orde-
nada. E importante observar que, em paralelo, a operagio
de divisdo bitonica € sempre executada entre pares de pro-
cessadores, de forma que, apds cada operagio, os ele-
mentos da seqiiéncia biténica S,;, ficardo armazena-
das em um dos processadores, enquanto os elementos
da seqiiéncia bitbnica S;,4, ficardo armazenados em ou-
tro processador.

Algoritmo: Ordenacio_Bitonica

Entrada: uma seqiiéncia de n elementos, distribuida en-
tre os p processadores, rotulados de 0 a p — 1 com % dados
em cada processador. Durante o algoritmo os processado-
res sdo re-rotulados localmente da forma P, ;, onde g € o
rétulo do grupo a que pertencem e ¢ € o rétulo do processa-
dor dentro do grupo.

Saida: A seqiiéncia ordenada de elementos distribuida en-
tre os p processadores.

1. Cada processador ordena seus dados localmente. Os
processadores de identificador par ordenam em ordem
crescente e os processadores de identificador impar
ordenam os dados em ordem decrescente.

2. paraide | ate logp — 1 faca
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2.1. k=241

2.2. Agrupe os processadores em g = - grupos, contendo
t = 2k processadores adjacentes cada. Os grupos sao
rotulados de 0 a g — 1 e os processadores sao
identificados dentro do seu grupo através de indices
deOat—1.

2.3. Execute em paralelo, em cada um dos g grupos, a
operagio de divisao bitonica entre Py ; e Py 1k,
onde 0 < j < k. Nos grupos de rétulo par, Syin
ficard armazenada no processador de menor indice
global e S, 4, ficard armazenada no processador de
maior indice global. Nos grupos de rétulo impar, S,
ficard armazenada no processador de maior indice
global e S,,,4, ficard armazenada no processador de
menor indice global.

2.4. Cada processador ordena seus dados localmente,onde
os processadores pertencentes aos grupos de rétulo par,
ordenam os dados em ordem crescente e 0s
processadores que pertencem aos grupos de rétulo
impar, ordenam os dados em ordem decrescente.

3. parai de 1 até log p faca

3. k=%

3.2. Agrupe os processadores em g = £ grupos, contendo
t = 2k processadores adjacentes cada. Os grupos sao
rotulados de 0 a g — 1 e os processadores sao
identificados dentro do seu grupo através de indices
deOat—1.

3.3. Execute em paralelo, em cada um dos g grupos, a
operagao de divisao bitonica entre Py ; e Py ;. onde
0 < j < k. Nos grupos de rétulo par, Sy, ficard
armazenada no processador de menor indice global e
Smar ficard armazenada no processador de maior
indice global. Nos grupos de rétulo impar, Sy, ficard
armazenada no processador de maior indice global e
Smaz ficard armazenada no processador de menor
indice global.

4. Cada processador ordena localmente seus elementos em

ordem crescente.

fim algoritmo

Teorema 2.2 O algoritmo Ordenacio_Bitonica or-
dena corretamente n inteiros armazenados em uma
mdquina CGM de p processadores, com % inteiros por pro-
cessador; utilizando-se O(log p) rodadas de comunicagdo
(logp %-relag:o“es) e tempo de computagdo local O( ’”"—pﬁ)

[7].

E importante observar, que apesar de utilizar a operacio
de divisao bitonica, a entrada deste algoritmo nio pre-
cisa ser necessariamente uma seqiiéncia bitdnica, pois
o mesmo transforma a seqiiéncia de entrada em uma
seqiiéncia bitdnica, utilizando logp — 1 passos, onde em
cada passo ¢ sdo executadas i rodadas de comunicagéo.
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Para ilustrar o funcionamento do algoritmo
Ordenagdo_Biténica, considere a seqiiéncia de ele-
mentos (7, 3, 9, 14, 18, 8, 1, 10, 12, 4, 5, 13, 15, 2, 6,
11), distribuida por 4 processadores. A Figura 1 mos-
tra a execucio do algoritmo para ordenar esta seqiiéncia.
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Figura 1. Exemplo dos passos do algoritmo
Ordenacgao_Bitonica,com p =4 e n = 16.

No exemplo da Figura 1, sdo necessdrios 2 passos para
ordenagdo dos elementos. O primeiro passo transforma a
seqiiéncia de entrada em uma seqiiéncia bitonica, utilizando
uma rodada de comunicag@o. No segundo passo, sao utiliza-
das duas rodadas de comunicagio para ordenar a seqiiéncia
obtida no passo 1.

Inicialmente, os elementos sdo distribuidos pelos proces-
sadores (Figura 1{a)). Apds a distribuigio, os elementos sdo
ordenados localmente. Obtemos duas seqiiéncias bitonicas,
uma formada pelos elementos em Py e P, e outra formada
pelos elementos em P e P3, como mostra a Figura 1(b).

Em seguida, € executada uma rodada de comunicacio,
na qual duas operagdes de divisdo bitdnica sdo executa-
das em paralelo, uma delas entre os processadores Py e P
(Po+1) € outra entre os processadores P e P3 (Pay 1), pois
k = 1(Figura 1(c)). Na operacdo de divisdo bitdnica entre
os processadores Py e P, os elementos de S, $d0 arma-
zenados em Py e os de S;q em P;. Na divisao bitonica
entre P> e P3, 0s maiores elementos ficam em P> e 0s me-
nores ficam em Ps. Isto ¢ realizado para que tenhamos no-
vamente uma seqii€ncia bitdnica, porém envolvendo os ele-
mentos dos quatro processadores. Finalizada a rodada de
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comunicagio, cada processador executa uma ordenagio lo-
cal. A configuragiio apés esse passo ¢ mostrada na Figura
1(d), onde temos uma seqiiéncia biténica formada entre os
processadores Py, Py, Ps e Ps.

Neste instante, a seqiiéncia de entrada foi transformada
em uma seqiiéncia bitonica e podemos aplicar novamente
operacdes de divisdo bitonica. Como k = 2, seriio execu-
tadas operagdes de divisdo bitonica entre Py e Ps, e entre
P, e P; (Figura 1(e)). Ap6s estas operagdes, os elemen-
tos ficam distribuidos como mostra a Figura 1(f) e k passa
a ser igual a 1. A seguir, sdo executadas operagoes de di-
visdo bitbnica entre os processadores Py e Py e entre Ps e
Ps, como mostra a Figura 1(f), obtendo-se os dados mostra-
dos na Figura 1(g). Por fim, cada processador executa uma
ordenagao local. Apés a ordenagio, temos todos os elemen-
tos ordenados, distribuidos pelos processadores, como ilus-
trado na Figura 1(h).

2.2. Implementacao e Resultados

Na Figuras 2 e 3 apresentamos, respectivamente,
os tempos de execugdo e o speedup do algoritmo
Ordenagdo_Biténica para 1048576 < n < 8388608, onde
n € uma poténcia de 2.
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Figura 2. Tempo de execugdo do algoritmo
Ordenagdo_ Bitdnica, 1048576 < n < 8388608.

Observamos que mesmo aumentando o tamanho da en-
trada, continuamos tendo um desempenho ruim com pou-
cos processadores, devido ao custo de comunicagio entre
os mesmos e também ao custo de computacdo local que €
maior quando temos poucos processadores. Porém, a me-
dida que aumentamos o mimero de processadores, o desem-
penho do algoritmo melhora e o speedup também aumenta.
Além disso, o algoritmo paralelo apresenta um ganho signi-
ficativo em relagdo ao seqiiencial.
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Figura 3. Speedup do  algoritmo
Ordenacao_Biténica, 1048576 < n < 8388608.

Para alguns casos o speedup € superlinear, pois o al-
goritmo de ordenagio bitdnica seqiiencial é lento e nas
computagdes locais do algoritmo paralelo usamos o quick-
sort.

3. Algoritmo Ordenac¢iao_CD

O algoritmo apresentado nesta seciio, que denomina-
mos de Ordenagao_CD, foi proposto por Chan e Dehne
[2] e baseia-se no método de ordenagiio por amostragem,
combinado com um algoritmo de ordenagdo bésico para
computagio local.

Apresentamos na Se¢iio 3.1, o algoritmo para ordenagio
de inteiros, com % > pz, onde n € o tamanho da entrada
e p € o nimero de processadores utilizados. Na Segdo 3.2,
descrevemos os testes realizados, assim como os resultados
obtidos na implementac¢ao do algoritmo.

3.1. Descricao do Algoritmo

Nesta secdo, descreveremos o algoritmo
Ordenagdo_CD de forma mais detalhada. Este algo-
ritmo utiliza a idéia da ordenagio por amostragem, em
conjunto com um algoritmo de ordenacgao local.

Algoritmo: Ordenacao_CD

Entrada: n elementos divididos em p processado-
res, com = elementos em cada processador.

Saida: os elementos ordenados, divididos pelos processa-
dores.

l. Cada processador P; ordena localmente seus 2 da-
dos, com 1 < 7 < p, usando um algoritmo de tempo
O(nlogn).
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2. Cada processador P; seleciona uma amostra local S;
de p elementos com indice j fg, ondel <i<ped<
jsp-1

3. Cada processador P; envia o S; para processador P,
ondel < <p.

4. Processador P; ordena os elementos recebidos no
passo anterior, utilizando uwm algoritmo de tempo
O(nlogn) e armazena no vetor S.

5. Processador P; seleciona uma amostra G de p ele-
mentos contidos em S, com identificador jp, onde
0<j<p

6. Processador P, envia G para todos os processadores.

7. Cada processador P; separa seu conjunto de % dados
em cestos B; ;, contendo os elementos entre o (j — 1)-
ésimo e o j-ésimo elementos da amostra G recebida de
Py,ondel < j <p.

8. Cada processador P; envia o cesto B; ; ao processador
Piondel <i,j <p.

9. Cada processador P; ordena o conjunto de elementos
recebido no passo anterior, denominado de R;, utili-
zando um algoritmo seqiiencial de tempo O(n logn),
ecalcular; =| R; |,onde 1 <7 < p.

10. Cada processador P; enviar; para P, 1 <1i < p.

11. P calcula, para cada processador P;, um vetor A;,
contendo a quantidade e para quais processadores de-
vem ser enviados alguns elementos, sem que a ordem
dos elementos seja alterada. Este passo é necessirio
para distribuir de forma balanceada os elementos pe-
los processadores.

12. P, envia A; para processador Pj, 1 < j < p.

13. Baseado em A;, cada processador P; envia alguns de

seus elementos para os demais processadores.

fim algoritmo

Teorema 3.1 O algoritmo Ordenag¢iao_CD ordena cor-
retamente n elementos armazenados em um CGM/BSP
de p processadores, % inteiros por processador, & > p,
usando 6 (2 %-re!agées e 4 p* relagées) rodadas de
comunicagdo, O(%) de memdria local por processa-
dor e tempo de computagdo local O(%ﬁﬂ) 2, 7].

Na Figura 4(a), temos os dados distribuidos entre os pro-
cessadores com as amostras locais de cada um dos processa-
dores em destaque. Em seguida, cada um dos processadores
envia sua amostra para P;. O vetor com as amostras rece-
bidas e jd ordenadas encontra-se na Figura 4(b). O proces-
sador P, seleciona uma amostra G de p elementos, como
mostram as células hachuradas da Figura 4(b). O proces-
sador P; envia a amostra G para todos os processadores
P;, que dividem seus % elementos em p cestos B; ;. Cada
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Figura 4. Exemplo de execugao do algoritmo
Ordenacéao_CD.

processador 7 envia seu cesto B; ; para o processador F;,
1 <14,j < 4. A Figura 4(c) mostra os cestos recebidos por
cada um dos processadores. Cada um dos processadores or-
dena localmente os elementos recebidos e envia para P, a
quantidade de inteiros recebida, denominada de r;.

No exemplo da Figurad, ry = 7, = 11,73 = 8,
r4 = 6. Baseados nestes valores, o processador P, calcula,
para cada processador j, um vetor A;, contendo a quanti-
dade de elementos a serem enviados para cada um dos pro-
cessadores. Na Figura 4(d), por exemplo, A2 =(1, 0, 2, 0),
ou seja, o processador P, deve enviar um elemento para
P, e dois para P;. Apds esta operagido, todos os elemen-
tos estdo ordenados e cada processador possui exatamente
% elementos.

3.2. Implementacao e Resultados

Nas Figuras 5 e 6 apresentamos, respectivamente, o0s
tempos de execugdio e speedup obtidos através de experi-
mentos do algoritmo Ordenagdo_ CD para 1048576 < n <
83886G08.

Podemos observar que em todos os casos, niio impor-
tando o valor de n, 4 medida que aumentamos o nimero de
processadores, o tempo de execu¢io diminui. Além disso,
podemos verificar que quanto maior o tamanho da entrada,
melhor o desempenho do algoritmo. Isto ocorre, porque o
nimero de rodadas de comunica¢iio é constante, indepen-
dente dos valores de n e p, e 0 tempo gasto com computacio
local em cada processador também ¢ pequeno.
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Figura 5. Tempo de execucao do algoritmo
Ordenagao_CD, 1048576 < n < 8388608.
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4. Ordenacao por Divisao

Nesta se¢dio apresentaremos um algoritmo denomi-
nado de Ordenagdo_Divisdo que consiste em dividir
um conjunto de mimeros em cestos, € distribuir os ces-
tos de forma adequada, para que se possa ordenar n
niimeros divididos por p processadores, utilizando O(1) ro-
dadas de comunicagado para % >

Na divisdo dos cestos, utilizamos a idéia de calcular um
conjunto de divisores, denominados de p-quartis, baseado
no célculo das medianas de um conjunto de elementos. No
algoritmo Ordenagdo_Divisdo [6], a ser apresentado deta-
lhadamente na Secdo 4.1, ndo hd um balanceamento apés a
ordenagdo dos dados, devido a forma como os divisores sdo
calculados. Apresentaremos na Secfio 4.2 os resultados ob-
tidos com a implementagdo.
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4.1. Descricao do Algoritmo

No algoritmo Ordenagdo_Divisd@o inicialmente cada
processador divide localmente seus 2 nimeros em p sub-
conjuntos, baseados em um conjunto de divisores glo-
bais. Este conjunto define p intervalos, que serdo uti-
lizados por cada um dos cestos de cada processador.
Dessa forma, os elementos do cesto i de um processa-
dor estdio no mesmo intervalo dos demais elementos do
cesto 7 dos demais processadores.

Por fim, cada processador envia seu i-ésimo cesto para o
processador P;, fazendo com que os elementos do proces-
sador P; sejam menores que os elementos do processador
Py, sej < k.

No algoritmo paralelo descrito a seguir, apds o envio dos
cestos, a quantidade de elementos em cada processador é
a mais préxima possivel. Para isso, fazemos o cdlculo dos
divisores globais baseado em um conjunto de divisores lo-
cais, calculados separadamente em cada um dos processa-
dores. Em cada processador, os divisores locais, denomina-
dos de p-quartis separam os 1;- elementos em p cestos de
mesmo tamanho.

Defini¢ao 4.1 Dado um conjunto ordenado A de tamanho
n, definimos os p-quartis de A como os p — 1 elementos de

; et ;i
indice %. 2?“, T (p—ph. que dividem A em p partes de
mesmo tamanho.

Para calcular os divisores de um vetor que particiona o
conjunto de elementos em p subconjuntos, utilizamos o al-
goritmo p-quartis_CGM, descrito a seguir.

Algoritmo: p-quartis_ CGM

Entrada: um vetor A com n elementos, divididos pe-
los p processadores, 2 elementos em cada.

Saida: os divisores globais de A.

1. Cada processador P; calcula segiiencialmente seus
p-quartis através do cdlculo das medianas recursi-
vamente, até que p — 1 elementos sejam encontra-
dos. Denominaremos (; os p-quartis calculados por
F,12iZp.

Todos os processadores P; enviam (); para processa-
dor P;, 1 < i < p. Denominaremos de @, os elemen-
tos recebidos por P;.

3. P calcula os p-quartis de @, obtendo os divisores glo-
bais.

fim algoritmo

Teorema 4.1 O algoritmo p-quartis_CGM computa os di-
visores globais de um conjunto de n elementos dividi-
dos em p processadores, % > p% em O(1) rodadas de

comunicagdo (1 p-relagdo) e tempo de computagdo local
o(2kxe) 7],
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Ap6s calcular o conjunto de divisores, apresentaremos
um algoritmo CGM que ordena um conjunto de nimeros
dividindo-os em cestos.

Algoritmo: Ordenacfio_Divisio

Entrada: um vetor A com n elementos, divididos pelos p
processadores, 2 elementos em cada.

Saida: todos os elementos de A ordenados, divididos pelos
processadores.

1. Compute o conjunto divisor .S, utilizando o algoritmo
p-quartis_CGM.

2. Processador P; envia S para todos os processadores.

3. Cada processador P;, particiona seus elementos em

cestos B; ; de acordo com os elementos de S5, 1 <

hJ < p

Cada processador P; envia seu cesto B; ; para o pro-

cessador P;,1 <14, <p.

5. Cada processador P; faz a ordenaciio dos dados rece-
bidos no passo anterior.

fim algoritmo

Teorema 4.2 O algoritmo Ordenagio_Divisio ordena cor-
retamente . inteiros distribuidos por p processadores, uti-
lizando 3 rodadas de comunicagdo (2 p-relacées e 1 %-

relagcdo) e tempo de computagéo local O(”—l‘;gﬂ) [7].

Para ilustrar o funcionamento do

Ordenagdo_Divisdo, considere a Figura 7.

algoritmo
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Figura 7. Algoritmo Ordenagdo_ Divisao.

Na Figura 7, consideraremos que os divisores ja foram
calculados e enviados a todos os processadores, ou seja, 0s
Passos 1 e 2 do algoritmo jd foram executados.

Baseados nos divisores recebidos de P;, cada um dos
processadores P; divide seus elementos em p cestos (Figura
7(b)). Em seguida, cada um dos processadores P; envia seu

95

cesto B; ; para o processador Pj, 1 < ¢,7 < p. Por exem-
plo, B, », foi enviado por P; ao processador Ps.

Apbs todos os cestos serem enviados, cada processador
ordena localmente os dados recebidos no Passo 4, como
mostra a Figura 7(c).

4.2. Implementacio e Resultados
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Figura 8. Tempo de execucao do algoritmo
Ordenacgao_Divisao.

Speedup
N
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Figura 9. Speedup do

Ordenacao_ Divisao.

algoritmo

Nas Figuras 8 e 9, apresentemos, respectivamente, 0s
tempos de execugdo e speedup obtidos dos experimen-
tos realizados para o algoritmo Ordenacdo_Divisdo para
1048576 < n < 8388608.

Podemos notar que, ao aumentarmos o nimero de pro-
cessadores, o tempo de execugdo do algoritmo diminui e o
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speedup aumenta, ou seja, o desempenho do algoritmo me-
lhora. Isto ocorre pelo fato de termos sempre um niimero
constante de rodadas de comunicag¢@o. Assim, ao aumentar-
mos o nimero de processadores, temos 0 mesmo nimero
de rodadas de comunicagdo, porém o tempo gasto com
computagio local diminui, pois existem mais processado-
res realizando a operagio de ordenagio.

5. Conclusao

Neste trabalho descrevemos trés algoritmos de
ordenagio paralelos, implementados no modelo CGM.

O algoritmo Ordenagdo_Biténica é um algoritmo que
apresenta um ganho significativo em relagdo ao algoritmo
de ordenagio bitdnica seqiiencial. Além disso, neste algo-
ritmo, temos sempre O(%) elementos em cada processa-
dor, o que permite que o mesmo seja facilmente adaptado
para ser utilizado em problemas que utilizam ordenacio ex-
terna. Outra caracteristica interessante deste algoritmo € que
a troca de mensagens é realizada sempre entre pares de pro-
cessadores e cada processador envia e recebe sempre % ele-
mentos em cada rodada de comunicagio.

De acordo com os resultados experimentais apre-
sentados na Sec¢ao 3.2, a implementacio do algoritmo
Ordenagdo_CD apresenta um bom desempenho. Pode-
mos observar que independente do tamanho da entrada,
ao aumentarmos o numero de processadores, o tempo de
execugdo do algoritmo diminui. Por exemplo, com 32 pro-
cessadores, o algoritmo Ordenagdo— CD executa 17 vezes
mais rdpido do que o algoritmo seqiiencial para entra-
das grandes (1048576 < n < 8388608).

O algoritmo Ordenagao_Divisdo, de acordo com os
resultados experimentais, apresenta um bom desempenho
quando o tamanho da entrada é grande.

Dentre os algoritmos implementados, o que apresen-
tou melhor desempenho de acordo com os resultados ex-
perimentais foi o algoritmo Ordenagdo_CD. Mesmo
apresentando a mesma complexidade tedrica, os algo-
ritmos Ordenagdo_CD e Ordenagdo_Divisdo ndo apre-
sentam o mesmo desempenho na prética. Isto ocorre em
conseqiiéncia da forma como o conjunto de divisores € cal-
culado nos dois algoritmos. No algoritmo Ordenagdao_CD,
em cada um dos p processadores, 0s % elementos sdo or-
denados para o cdlculo dos divisores locais. Conseqiien-
temente, a divisdao dos elementos em cestos, bem como
a jungio dos cestos recebidos, pode ser implemen-
tada de forma mais simples e eficiente que no algoritmo
Ordenagdo_Divisdo. Por exemplo, como os elemen-
tos estdo ordenados, basta realizar uma intercalacio dos
cestos, ao invés de uma ordenag¢do, como ocorre no algo-
ritmo Ordenagdo_Divisao.

Trabalhos futuros incluem a implementagao destes al-
goritmos utilizando o paradigma da orientagio a objetos
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para a construcio de uma classe que envolva algoritmos
BSP/CGM para ordenagao.

Além disso, uma melhoria a ser implementada no al-
goritmo Ordenagdo_Biténica, de forma a diminuir a
quantidade de informagdes trocadas entre os processado-
res, enviando apenas as informagdes necessdrias para a
realizagiio da operagio de divisdo bit6nica local. Em con-
seqiiéncia disso, também conseguiriamos diminuir o
tempo de computagio local, j4 que temos menos da-
dos para a realizagdo da operagao local.

Em casos onde os elementos sejam inteiros, podemos
utilizar algoritmos de tempo linear para as ordenagdes lo-
cais, reduzindo os tempos gastos com computagio local.

Também poderia ser incluida como trabalho futuro, a
implementac¢io de algoritmos que apresentaram bom de-
sempenho quando descritos em outros modelos, como o ra-
dix sort, apresentado por Blelloch et al. [1].
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