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Resumo 

Neste trabalho é apresentado um estudo compara
tivo e11tre as abordagens de decomposição de dados 
e decomposição de domfnio para a resolução em pa
ralelo de sistemas de equações. As duas abordagens 
mostraram-se eficientes, com bons ganhos de desempe
nho na resolução de sistemas de equações. Nos testes efe
tuados a abordagem de decomposição de dados mostrou-se 
mais adequada para uma quantidade menor de proces
sos, enquanto que a abordagem de decomposição de 
domfnio mostrou-se mais escalável, comportando-se me
Lhor com quantidades mais elevadas de processos. 

1. Introdução 

A simulação numérica é uma importante abordagem para 
o desenvolvimento científico e tecnológico, uma vez que 
esta pode ser utilizada em situações onde experiências re
ais são impossíveis ou economicamente inviáveis. Em geral, 
problemas que empregam simulação são baseados em mo
delos matemáticos que são expressos através de Equações 
Diferenciais Parciais (EDPs). 

As EDPs são definidas em domínios contínuos, e em 
geral, não possuem solução analítica conhecida, sendo ne-
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cessário o uso de métodos de aproximação e métodos de 
discretização, como diferenças finitas ou elementos finitos. 
No processo de discretização o domínio é dividido em um 
número finito de pontos, denominado malha. Nesses pontos 
os termos das EDPs são aproximados, resultando em siste
mas de equações que devem ser resolvidos a cada passo de 
tempo. 

Numericamente, a acurácia da solução depende, além do 
método de aproximação das EDPs utilizado, do número de 
pontos da malha. Quanto mais refinada for a malha, mais 
acurada será a solução. Em contrapartida, maior será a or
dem do sistema de equações a ser resolvido [9]. Sendo as
sim, em simulações numéricas realísticas de grande escala 
espaço-temporal, e de alta acurácia numérica, o tempo com
putacional necessário para simular tais fenômenos pode ser 
muito elevado. Para remediar essa situação utiliza-se, cada 
vez mais freqüentemente, computação de alto desempenho 
e, em particular, a computação em clusters. 

Existem, pelo menos, duas grandes abordagens para a 
resolução de sistemas de equações em paralelo. Em uma de-
las, chamada de omposição de dados, gera-se um únic 
sistema de equaçõeryara todo o-domfnio, e este é resol
'lldo tr v de m m~medco paralelizado. A se
gunda abordagem consiste na utilização de métodos de 
decompojiçjo C:le Clomfnio Esses são baseados no parti• 
cionamento-.d mínio computacion em~fnios, 
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d tab.modo...q.u&a solução global d problema é obtida 
pela._,;ombinação.apmpriada daMaluções obtidftso;em cada 
um das..su_bdomínios' Uma vez que diferentes subdomínios 
podem ser tratados independentemente em paralelo, tais 
métodos são atrativos para ambientes computacionais pa
ralelos. 

Neste trabalho é apresentado um estudo compara
tivo entre as abordagens de decomposição de dados e 
decomposição de domínio para a resolução em para
lelo dos sistemas de equações gerados pelo modelo de hi
drodinâmica do HIDRA, que é um modelo paralelo com 
balanceamento dinâmico de carga para a simulação da hi
drodinâmica e transporte de substâncias em corpos de água 
desenvolvido no GPPD (Grupo de Processamento Para
lelo e Distribuído) da UFRGS (Universidade Federal do 
Rio Grande do Sul) [ 16] [8]. 

As implementações apresentadas neste trabalho foram 
desenvolvidas de forma a explorar o paralelismo em clusters 
multiprocessados. Em clusters com essas características, 
além do paralelismo inter-nodos pode-se explorar o para
lelismo intra-nodos. Para exploração do paralelismo inter
nados e intra-nodos foram usadas as bibliotecas MPI (Mes
sage Passing Interface) e OpenMP, respectivamente. 

2. Clusters Multiprocessados 

Um cluster é uma arquitetura baseada na união de um 
conjunto de máquinas independentes, interconectados por 
uma rede de interconexão dedicada e rápida, formando uma 
plataforma de alto desempenho para execução de aplicações 
paralelas. A utilização de clusters em aplicações que reque
rem uma alta capacidade de processamento só é uma reali
dade devido ao desenvolvimento e barateamento das tecno
logias de redes locais e a evolução na capacidade de proces
samento dos computadores pessoais [2]. 

Os nodos de um cluster podem ser monoprocessados 
ou multiprocessados. Clusters com nados multiprocessados 
podem ser considerados um sistema de memória hibrída, 
por possuírem, ao mesmo, tempo memória compartilhada e 
memória distribuída. clusten mult~Ddo..s:.:c"iiifi~ 

lelism · 

• Somente com o uso de ferramentas de troca de men
sagens: troca de mensagens são um padrão no desen
volvimento de aplicações para clusters. Quando usado 
em clusters multiprocessados, os processadores de um 
mesmo nado comunicam-se entre si através do uso de 
troca de mensagens, não usufruindo das vantagens pre
sentes em ambientes de memória compartilhada. 

• Somente com o uso de memória compartilhada: me
canismos DSM (Distributed Shared Memory) , imple-
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mentados em software ou hardware, são uma alterna
tiva ao uso de troca de mensagens em clusters. Me
canismos DSM permitem simular ambientes de 
memória compartilhada em ambientes com memória 
distribuída. Desse modo, o programador não pre
cisa se preocupar com a comunicação inter-nados. 
Esse tipo de mecanismos introduz um custo adicio
nal para o gerenciamento de endereços e coerência de 
dados. 

• Utilização de troca de mensagens em conjunto com 
memória compartilhada: para uma melhor exploração 
do paralelismo em clusters multiprocessados é ade
quado explorar as vantagens de ambas as arquiteturas. 
Nesse caso é convenient~. para a exploração do parale
lismo inter-nodos (memória distribuída) o uso de troca 
de mensagens e para a exploração do paralelismo intra
nodos o uso de multithreading. 

Neste trabalho analisou-se o uso de troca de mensa
gens em conjunto com memória compartilhada (multithre
ading) na paralelização dos dois métodos de solução. Para 
exploração do paralelismo inter-nados utilizou-se a bibli
oteca de troca de mensagens MPI e para a exploração do 
paralelismo intra-nodos utilizou-se a biblioteca de threads 
OpenMP. Maiores informações sobre o OpenMP podem ser 
encontradas na página do projeto OpenMP [1]. E para mai
ores informações sobre o MPI recomenda-se Pacheco 114] 
e Snir et ai [20]. 

3. Solução Paralela 

O método utilizado na discretização do sistema de EDPs 
foi o de diferenças finitas que, combinado com métodos 
de aproximação apropriados para as variáveis envolvidas, 
gera sistemas de equações lineares, simétricos definidos
positivos (SDP), esparsos e de grande porte. Nesse caso, 
pode-se resolver esses sistemas de equações através do 
método do gradiente conjugado, que é um dos mais efeti
vos métodos iterativos no subespaço de Krylov para obter a 
solução de sistemas com essas características [ 18]. 

Como os sistemas de equações gerados pelo modelo Hl
DRA são de grande porte é conveniente o uso de proces
samento paralelo. Para a solução em paralelo enfocou-se 
duas abordagens: a paralelização de métodos numéricos e 
o emprego de métodos de decomposição de domínio. Na 
primeira abordagem gera-se um único sistema de equações 
para todo o domínio que é resolvido através de um método 
numérico paralelizado. Na segunda abordagem emprega-se 
um método de decomposição de domínio de modo que a 
solução global do problema é obtida pela combinação apro
priada das soluções obtidas em cada um dos subdomínios. 
Estas abordagens já foram estudadas em outros trabalhos 
desenvolvidos no GPPD: 



• "Paralelização de Métodos de Solução de Sistemas Li
neares Esparsos com o DECK em Clusters de PCs", 
dissertação de Ana Paula Canal, onde foram imple
mentadas versões paralelas do Método do Gradiente 
Conjugado (GC) e do Método de Thomas para matri
zes do tipo banda [3]; 

• "Paralelização de Métodos de Solução de Sistemas Li
neares em Clusters de PCs com as Bibliotecas DECK, 
MPICH e Pthreads", dissertação na qual Dele i no Pi
cinin Jr. implementou e analisou a paralelização do 
método do GC e do Método do Resíduo Mínimo Ge
neralizado (GMRES), utilizando MPI, DECK e Pthre
ads [15]; 

• A dissertação de André Luis Martinotto e o trabalho 
de conclusão de curso de Guilherme Galante aborda
ram a solução paralela de sistemas de equações line
ares através de métodos de decomposição de domínio 
[13] [10]. 

3.1. Particionamento do Domínio 

Para que o problema possa ser resolvido em paralelo, é 
necessário fazer o particionamento do domínio computaci
onal entre os processadores disponíveis. O particiomento 
do domínio deve ser feito de forma que a carga de traba
lho de cada processador seja proporcional a sua capacidade 
de processamento. Além disso, em problemas que reque
rem a troca de informações nas fronteiras dos subdomínios, 
como no modelo de hidrodinâmica utilizado para realizar 
os experimentos apresentados neste trabalho, o particiona
mento deve ser feito de modo a reduzir as fronteiras dos 
subdomínios e, consequentemente, a comunicação entre os 
processadores. 

De modo geral, o particionamento do domínio, deve ser 
feito de forma a atender três requisitos básicos [8]: 

• A distribuição balanceada da carga computacional en
tre os processadores disponíveis; 

• A minimização da comunicação entre os processado
res; 

• O tempo de execução do algoritmo de particionamento 
deve ser menor que o tempo ganho com o seu uso. 

O particionamento de domínio pode ser modelado como 
um problema de particionamento de grafo, onde os vértices 
do grafo representam as células do domínio e as arestas re
presentam os dados trocados entre os subdomínios. O to
tal de comunicação entre os subdomínios é dado pelo total 
de arestas entre os subdomínios. 

Considerando que um grafo representa o domínio do 
problema deve-se dividí-lo em k subgrafos, onde k é o 
número de processadores disponíveis, de modo que cada 
processador tenha um número proporcional de vértices 
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(células) e que o número de arestas (comunicação) en
tre as partes seja o menor possível. O problema de dividir 
um grafo em k subgrafos com as propriedades de ma
ximizar a computação e minimizar as comunicações 
entre eles é um problema NP-Difícil, existindo ape
nas heurísticas que encontram uma aproximação da solução 
ótima [ 11]. 

Existem diferentes software que implementam algorti
mos de particionamento de grafos. Entre essas destacam-se 
as bibliotecas METIS, Chaco, JOSTLE. para o desenvol
vimento deste trab o· tilizado, no particionamento do 
domínio, o pacote ETIS 4.0 que é um pacote de execução 
seqüencial para o particionamento de grafos, malhas e reor
denamento de matrizes esparsas desenvolvido na University 
of Minnesota por George Karypis e Vipin Kumar [ 121. 

Figura 1. Particionamento do Lago Guaíba 
em 16 subdomínios 

A Figura 1 mostra um exemplo para o particionamento 
para o domínio do Lago Guaíba, em 16 processos, usando o 
METIS. No particionamento tomou-se como espaçamento 
horizontal ~x = ~Y = 50m. Com essa escolha tem-se 
185.124 vértices (células) e 366.032 arestas. 
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Após o particionamento do domínio, a geração dos sis
temas de equaçõe_s é realizada em paralelo pelos processos, 
e a solução desses pode ser obtida através da abordagem de 
decomposição de dados ou de domínio. 

3.2. Decomposição de Dados 

Na abordagem de decomposição de dados distribui-se as 
operações e os dados entre os processadores de forma que 
possam ser resolvidos independentemente, exceto nos pon
tos de sincronismo. Nessa abordagem, gera-se um único sis
tema de equações para todo o domínio computacional que 
é resolvido de forma distribuída, empregando um método 
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de solução paralelizado [6). Neste trabalho paralelizou-se o 
método do gradiente conjugado (GC). 

O GC é um método iterativo não estacionário, perten
cente à classe de métodos do subespaço de Krylov, e parte 
do princípio de que o gradiente, que é um campo veto
rial , aponta sempre na direção mais crescente da função 
quadrática. O algoritmo do GC busca minimizar uma de
terminada função quadrática, de modo que se a matriz for 
simétrica definida-positiva o gradiente dessa função f(x) 
resume-se a 'V f(x) = b - Ax. Como se deve minimizar 
'V/(x), deve-se determinar x talque 'Vf(x) = b- A x = O, 
ou seja, Ax = b, significando que ao encontrar a solução do 
GC encontra-se a solução do sistema de equações. 

O GC é composto basicamente de operações de álgebra 
linear e, nesse caso, o paralelismo é extraído executando em 
paralelo as operações de subtração de vetores, adição de ve
tores, multiplicação de veto r por escalar, produto escalar en
tre vetores e multiplicação de matriz esparsa por vetor. Essa 
última operação é a de maior custo computacional. 

O particionamento dos dados é feito considerando que 
a matriz de coeficientes, o vetor de incógnitas e o vetor 
solução são divididos entre todos os processos. Cada pro
cesso terá njp linhas da matriz de coeficientes e i/p ele
mentos do vetor de incógnitas e do vetor solução, onde n 
é o número de linhas da matriz, i é o número de elemen
tos do vetor de de incógnitas e de solução. 

Na operação de produto escalar entre dois vetores é ne
cessário a comunicação entre todos os nodos envolvidos. 
Cada nodo calcula o produto escalar sobre os dados que 
possui , e depois é feita uma operação de redução entre to
dos processos. Na operação de redução o produto escalar to
tal é calculado somando os produtos escalares de todos os 
nodos. 

A operação mais custosa é a de multiplicação matriz por 
vetor. Em multiplicações de matrizes esparsas, cada pro
cesso necessita apenas de uma parte do vetor. Essa parte 
corresponde à sua porção do vetor e mais alguns elemen
tos adicionais dos nodos vizinhos, logo, necessitando de 
comunicação para suprir esta necessidade de dados. 

Nas demais operações, cada nodo executa a operação so
bre as partes dos vetores que lhe cabem, sem que haja ne
cessidade de comunicação entre os nodos envolvidos. 

Para cada operação de álgebra linear foram utilizadas t 
threads, onde cada thread manipula uma parte dos dados. O 
valor de t corresponde ao número de processadores existen
tes em cada máquina. A Figura 2 apresenta a versão do GC 
descrita por Shewchuk [1 8). 

3.3. Decomposição de Domínio 

Métodos de decomposição de domínio (MDD) designam 
um conjunto de técnicas e métodos matemáticos, numéricos 
e computacionais para resolver problemas em computa-
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~·· it <==o 
r <= b-Ax 
d <==r 
Onovo <== rTr 
Ôo <== Onovo 

~uanto it< itmax e 0110, 0 >E
2

Ôo faça 
q<= Ad I f - L\. . A 

Cl <== Onovof dTq 
x<=x +ad 
r<=r-aq 

ÔvcUto <== Ônovo 

Onovo <== rTr 
~ <== O velho I O novo 

d <== r+ ~d 
it <== it + 1 

, .:,;...- o 
igura 2. Algoritmo do gradiente conjugado 

dores paralelos. Um MDD é caracterizado pela divisão 
do domínio computacional, que é particionado em sub
domínios empregando algoritmos de particionamento. A 
solução global do problema é, então, obtida através da 
combinação dos subproblemas que são resolvidos local
mente. Cada processador é responsável por encontrar a 
solução local de um ou mais subdomínios, que a ele são alo
cados e, então, essas soluções locais são combinadas para 
fornecer uma aproximação para a solução global [ 19]. 

Em abordagens paralelas via decomposição de domínio 
os subdomínios podem ser tratados quase que independen
temente e, portanto, tais métodos são atrativos para ambien
tes de memória distribuída [ 17). 

De fato, alguns dos principais atrativos para o uso de 
MDDs são [19]: 

• A necessidade de pouca comunicação, a qual, em ge
ral , fica restrita às fronteiras dos subdomínios; 

• A versatilidade para trabalhar com distintos mode
los matemáticos que são definidos em diferentes su
bregiões do domínio global; 

• Podem ser utilizados para a construção de pré
condicionadores para métodos iterativos. 

Neste trabalho, o MDD implementado é o método 
adi tivo de Schwarz. Este método caracteriza-se pela 
decomposição de um domínio global n em 11 sub
domínios ni sobrepostos, conforme ilustrado na Figura 
3. 

No MDD aditivo de Schwarz os subdomínios utili
zam condições de contorno do tipo Dirichlet [ 16] , que são 
obtidas através do conhecimento dos valores das células ad
jacentes aos subdomínios vizinhos (região de sobreposição) 
na iteração anterior. Assim, os sistemas de equações lo-



Figura 3. Decomposição do Domínio O e 
Sobreposição 

cais podem ser resolvidos independentemente, apresen
tando um bom grau de paralelismo, necessitando de pouca 
comunicação. 

O método aditivo de Schwarz pode ser escrito, na forma 
discreta, como: 

onde Liuf =fi, u E Oi representa a solução no interior de 
O; uf = g, u E 80i \ r representa a solução na fronteira 
real de O; e uf = gn-l a solução na fronteira artificial r de 
o. 

Note-se que para resolver o método na iteração n é ne
cessário o conhecimento dos valores das células de con
torno na iteração anterior (n - 1), como pode ser visto 
em uf = gn-I. Assim, para resolver o problema em para
lelo em arquiteturas de memória distribuída deve-se trocar 
informações entre os subdomínios, ou seja, é necessário o 
intercâmbio das condições de contorno (CC) entre as fron
teiras artificiais geradas pelo particionamento. As diferen
tes possibilidades para a troca de informação determinam o 
particular MDD. 

Na versão aditiva, utilizada neste trabalho, todos os sub
domínios usam a solução da última iteração em cada sub
domínio como CC para os subdomínios adjacentes, de 
modo que cada um deles pode ser resolvido independen
temente, ficando as comunicações restritas às fronteiras. 
Além disso, supondo que Oi n O; n Ok i- 0, Vi i- j i- k 
pode-se mostrar que o algoritmo converge, e a presença de 
regiões sobrepostas assegura a continuidade da solução e 
de suas derivadas [7]. 

O nível de sobreposição mínima requerida depende do 
particular método usado para aproximar as EDPs (estêncil 
computacional). O uso do MDD aditivo de Schwarz requer 
troca de informações a cada iteração do método de Schwarz 
(ciclo de Schwarz), a fim de estabelecer CC homogêneas. 
Como as matrizes locais são simétricas definidas positi
vas (SDP) empregou-se como resolvedor local um GC com 
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múltiplas threads, de modo que a cada ciclo do método de 
Schwarz trocam-se as CCs atualiz.adas até que seja satisfeito 
um determinado critério de convergência global. Neste tra
balho utilizou-se sobreposições de duas células, visto que é 
este nível de dependência de dados requerido pelo estêncil 
computacional. · 

4. Resultados Obtidos 

Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos 
com as paralelizações desenvolvidas neste trabalho. Essas 
foram implementadas em linguagem C, utilizando o compi
lador gcc 2.95.4 sobre o sistema operacional Debian Linux 
com kernel2.4.21. Como biblioteca de troca de mensagens 
foi utilizado o MPICH 1.2.2, para a criação e gerenciamento 
de threads através de OpenMP, utilizou-se pré-compilador 
Omni 1.4a. 

Para a execução e avaliação das implementações desen
volvidas utilizou-se o cluster LabTeC do Instituto de In
formática da UFRGS. Esse cluster faz parte do Laboratório 
de Tecnologia em Clusters (LabTeC), que é um laboratório 
de pesquisa desenvolvido pelo Instituto de Informática da 
UFRGS em convênio com a empresa Dell Computadores. 

O cluster LabTeC é constituído por 21 nodos, onde 20 
desses são dedicados exclusivamente para processamento e 
1 nado é servidor. A interconexão dos nados de processa
mento é feita através de um switch Fast Ethernet, que é in
terconectado ao nado servidor através de uma rede Gigabit 
Ethernet. 
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No que se refere aos nados desse cluster, cada nodo de 
processamento do cluster LabTeC é um Dual Pentium 111 
1.1 GHz, com 1 GB de memória RAM, 512 KB de cache e 
disco rígido SCSI com 18 GB; o nodo servidor é um Dual 
Pentium IV Xeon 1.8 GHz, com 1 GB de memória RAM e 
disco rígido SCSI com 36 GB. 

Nas soluções locais utilizou-se múltiplas threads na 
exploração do paralelismo intra-nodal. Dessa forma 
requer-se uma menor quantidade de subdomínios, o que re
sulta em uma melhor taxa de convergência dos métodos e, 
por conseqüência, um menor volume de troca de mensa
gens. Com a diminuição do número de subdomínios ocorre 
a redução da comunicação entre processos. 

Para a realização dos testes utilizou-se sistemas re
sultantes da discretização do Lago Guaíba com 3 dife
rentes tamanhos de células: l:::.x = l:::.y = 200m, que re
sulta em sistemas de equações com 11.506 equações, 
l:::.x = l:::.y = 100m, que resulta em sistemas de equações 
com 46.024 equações, e l:::.x = l:::.y = 50m, que resulta em 
sistemas de equações com 184.096 equações. Esses sis
temas são chamados, respectivamente, de Guaíba200, 
GuaíbaiOO e Guaíba50. 

As Figuras 4, 5 e 6 mostram um comparativo dos tem-
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Figura 4. Guaíba200 - Método aditivo de 
Schwarz Vs. GC paralelo 
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Figura 5. Guaíba1 00 - Método aditivo de 
Schwarz Vs. GC paralelo 

pos de execução1 dessas implementações. É possível veri
ficar nessas figuras que para poucos subdomínios o método 
do GC paralelo possui um melhor desempenho. À medida 
em que o número de subdomínios aumenta, e conseqüen
temente a granularidade do problema diminui, o método 
aditivo de Schwarz passa a apresentar melhores desempe
nhos. Isso porque o método aditivo de Schwarz utiliza-se, 
em grande parte, de dados locais, necessitando de pouca 
comunicação. Já o método do GC paralelizado exige um 

tempos exigidos para a convergência de cada um dos métodos utili
zados, considerando-se seus critérios de convergência. O critério de 
convergência dos algoritmos do GC, tanto o paralelo quanto o local, é 
10-6 , já o critério do ciclo do MDD aditivo de Schwan é 10-3. 

lO -.. - 15 20 

Figura 6. Guaíba50 Método aditivo de 
Schwarz Vs. GC paralelo 

elevado número de operações de produto escalar a cada 
iteração e essa operação, quando executada em paralelo pro
voca sincronização de todos processos. Assim, devido à ne
cessidade de um menor volume de comunicação pode-se 
concluir que o método aditivo de Schwarz apresenta uma 
maior escalabilidade. 
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Figura 7. Execução do método aditivo de 
Schwarz 

As Figuras 7 e 8 ilustram as execuções em paralelo dos 
métodos aditivo de Schwarz e do GC paralelizado, respec
tivamente, quando executados para o domínio GuaibaJOO 
com 7 subdomínios. Para a geração da figura uti lizou-se a 
biblioteca MPE (MultiProcessing Environment) disponível 
com a distribuição MPICH. Essa bibl ioteca contém rotinas 
que permitem a geração de arquivos de LOG, que descre
vem as etapas de cada execução de um programa MPI [5]. 
Para a visualização dos arquivos de LOG utilizou-se a fer
ramenta Jumpshot-4 [4]. 

Através da análise das F iguras 7 e 8 é possível identifi-
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Figura 8. Execução do GC em paralelo 

car que o GC paralelo apresenta um pior desempenho em 
relação ao método aditivo de Schwarz, com o aumento no 
número de processos (subdomínios), devido à necessidade 
de um maior volume de comunicações. As operações de re
duce indicam, em ambos os métodos, uma operação de pro
duto escalar e ocasionam uma sincronização de todos os 
processos da aplicação e, conseqüentemente, uma queda no 
desempenho da aplicação. 

5. Conclusão 

O desenvolvimento de aplicações paralelas é hoje uma 
abordagem indispensável e m áreas que requerem grande ca
pacidade de processamento. A disseminação do uso de clus
ters de PCs, conseqüência direta do baixo custo do hardware 
e do desenvolvimento de redes de alta velocidade, permite 
que problemas complexos anteriormente tratados em super
computadores, sejam resolvidos em plataformas de baixo 
custo. 

Analisando os resultados obtidos, pode-se obser
var que as duas abordagens de exploração do paralelismo 
mostraram-se eficientes, com bons ganhos de desem
penho na solução de sistemas de equações. O g radi
ente paralelizado mostrou-se melhor para uma quanti
dade menor de processos, enquanto o MDD adi tivo de 
Schwarz mostrou-se mais escalável, comportando-se me
lhor com quantidades mais elevadas de processsado
res. 
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