
Um modelo de programação matemática para o problema
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2Instituto de Computação - IC, Universidade Federal de Alagoas (Ufal)
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Abstract. For a city to be classified as ’smart’, should have sensors scattered
across it. The dissemination of data in a sensor network is one of the chal-
lenges that must be overcome. In particular, a broadcasting problem is the
WEIGHED MINIMUM BROADCAST TIME (WMBT). The WMBT is a data dis-
semination problem whose objective is to find a dissemination scheme that mi-
nimizes the time needed to perform the dissemination operation. An application
of the WMBT for the process of updating the firmware of devices in a Bluetooth
network will be presented. A mathematical model for the WMBT will be presen-
ted. Our model is compared with state-of-the-art algorithms for the problem.
Experimental results show that it is able to attain competitive results.

Resumo. Para uma cidade ser classificada como ”inteligente”, ela precisa ter
sensores espalhados por ela. A disseminação de dados em uma rede de sensores
é um dos desafios que deve ser superado. Em particular, um problema de bro-
adcasting é o WEIGHED MINIMUM BROADCAST TIME (WMBT). O WMBT é
um problema de disseminação de dados cujo objetivo é encontrar um esquema
de disseminação que minimize o número de passos necessários para executar
a operação de disseminação. Será apresentado uma aplicação do WMBT para
o processo de atualização de firmware de dispositivos em uma rede Bluetooth.
Será apresentado um modelo matemático para o WMBT. Esta proposta compa-
rou com adaptações de heurı́sticas do estado-da-arte. Os resultados experimen-
tais mostram que o modelo pode ser aplicado para resolver o WMBT.

1. Introdução
Uma rede de dispositivos inteligentes pode ser facilmente modelada como um grafo sim-
ples, não direcionado e sem pesos. Em que cada dispositivo é um nó do grafo, e as
arestas indicam as conexões diretas entre os dispositivos. No entanto, alguns modelos
mais realistas podem considerar o tempo de transmissão, ou seja, ter pesos nas arestas
ou vértices do grafo. Um dos objetivos da modelagem de uma rede é observar, ana-
lizar e otimizar um processo. Nesse artigo será analizado o processo de disseminação
de dados, especificamente, o broadcasting. O broadcasting é um processo no qual um
ou mais nós da rede detêm uma informação que precisa ser enviada para os demais nós
[Hedetniemi et al. 1988]. Um problema de broadcasting proeminente é o WEIGHTED
MINIMUM BROADCAST TIME (WMBT) [Harutyunyan and Kamali 2017].



No WMBT, existe um conjunto de nós chamado de nós fontes, que possuem a
informação a ser disseminada na rede. Cada nó deve enviar a informação aos seus vi-
zinhos imediatos um por vez. Os nós que recebem a informação passam a ser emisso-
res. Esse processo se repete até que todos na rede detenham a informação, respeitando
as seguintes retrições: (i) o nó detém a informação se for um nó fonte ou se recebeu a
informação anteriormente, (ii) qualquer nó pode no máximo enviar a informação a um
vizinho por vez, (iii) qualquer cada nó necessita de um tempo interno para processar a
informação, após este tempo pode transmitir aos demais, e (iv) o tempo de transmissão
entre dois nós diferentes podem ser diferentes.

A motivação original para estudar o WMBT foi um problema de um parceiro in-
dustrial para cidades inteligentes. O parceiro construiu um relé fotoelétrico inteligente
para ser utilizado no sistema de iluminação pública, o qual consegue identificar o con-
sumo de energia das lâmpadas dos postes de iluminação, defeitos das lâmpadas, entre
outras informações, e a partir desses dados é possı́vel processá-los, e assim tomar al-
guma ação como a solicitação da troca de lâmpadas dos postes. Ou seja, são sensores
que ficaram espalhados por toda a cidade, a qual é a base de qualquer cidade inteli-
gente [Su et al. 2011, Perera et al. 2014]. No entanto, como qualquer dispositivo inte-
ligente, o relé fotoelétrico inteligente pode necessitar de atualizações de firmware com a
finalidade de aprimorar o equipamento. O parceiro requisitou para otimizar o processo
de atualização dos dispositivos da rede. Em sua rede, os dispositivos usavam Blueto-
oth para comunicação em uma intranet. Alguns desses dispositivos (gateways) possuı́am
uma placa GPRS para comunicação externa. Dois tipos de processo de atualização foram
considerados nas topologias ponto-a-ponto e mesh. Na topologia ponto-a-ponto, os nós
funcionam semelhante ao WMBT, de modo que ocorre apenas uma transmissão por vez
por dispositivo, enquanto na mesh essa restrição não existe e um dispositivo pode atualizar
mais de um vizinho ao mesmo tempo. Os experimentos mostraram que no ponto-a-ponto
o processo de atualização levou 2 minutos e no mesh levou 4,5 horas. A principal razão
para essa diferença é que a técnica de mesh exigia mais largura de banda, o que, por sua
vez, resultava em mais congestionamento na rede e perda de pacotes. Esta observação foi
formalmente demonstrada por [Robledo et al. 2020].

O WMBT é uma generalização do MINIMUM BROADCAST TIME (MBT) com
pesos nos vértices e/ou nas arestas. O modelo WMBT é mais realista do que o MBT,
pois ele representa taxas de atraso de transmissão e/ou tempo de processamento in-
terno de um nó. O MBT é um problema clássico NP-difı́cil [Garey and Johnson 1979,
problema ND49], a sua prova pode ser encontrada em [Jansen and Müller 1995]. As-
sim, o WMBT também é pelo menos NP-difı́cil. Até onde os autores sabem,
na literatura só existe definição do WMBT para o modelo com pesos nos vértices
[Harutyunyan and Kamali 2008, Harutyunyan and Kamali 2017], e para o modelo com
pesos nas arestas [Koh and Tcha 1991].

O WMBT pode ser formalmente definido da seguinte forma. Seja G =
(V,A,Wv,We) um grafo conexo ponderado não direcionado, em que V é um conjunto
de vértices, A é um conjunto de arestas, Wv(u) é uma função de pesos não-negativos para
todo vértice u ∈ V e We(a) é uma função de pesos positivos para toda aresta a ∈ A.
Além disso, seja S = V0 ⊆ V um subconjunto de vértices (nós fontes) que, inicialmente,
contêm uma determinada informação a ser disseminada na rede. Sejam Vt um conjunto



de vértices que recebem a mensagem no tempo t ou anteriormente e Et um conjunto de
vértices que podem transmitir a partir do tempo t, com 1 ≤ t ≤ Tmax, em que Tmax é
um limite superior para o tempo de transmissão. A partir dessas definições, deve-se en-
contrar uma sequência V0, A1, V1, A2, . . . , Ak, Vk que minimize k, tal que Vk = Ek = V .
Inicialmente, todo vértice s ∈ S pertence ao conjunto EWv(s), Além disso, para cada
t ∈ {1, . . . , k}, as seguintes restrições são válidas: (i) toda aresta a ∈ At possui exa-
tamente um nó em Et−We(a) (ii) toda aresta a ∈ At não compartilha um extremo em
comum com os conjuntos Az, em que t + 1 ≤ z ≤ t + We(a), (iii) Vt ⊆ Ez, em que
t+Wv(v) ≤ z ≤ Tmax, e (iv) Vt = Vt−1 ∪ {v : (u, v) ∈ At, u ∈ Et−We((u,v))}.

A Figura 1 em conjunto com as Tabelas 1-2 exemplificam um cenário simples do
WMBT. Neste exemplo, S = {g1} representa um conjunto de gateways de rede, enquanto
D = {d1, d2, d3} um conjunto de dispositivos comuns na rede. É possı́vel encontrar duas
soluções, uma viável (Figura 2) e a outra ótima (Figura 3). Em ambas figuras, um vértice
com um circulo tracejado indica que o vértice ainda não pode transmitir a mensagem.
Um vértice com um circulo completo indica que ele pode transmitir. Uma aresta tracejada
indica uma possı́vel transmissão que podem acontecer no instante t, e uma aresta completa
indica que a transmissão já ocorreu. Um seta em um aresta tracejada indica que uma
transmissão está ocorrendo, enquanto em uma aresta completa que a transmissão finalizou
no instante t.
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Figura 1. Cenário da rede.

Vértices g1 d1 d2 d3
Pesos 1 0 2 1

Tabela 1. Pesos dos vértices.

Arestas (g1, d1) (g1, d2) (d2, d3)
Pesos 7 2 1

Tabela 2. Pesos das arestas.
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Figura 2. Solução viável.
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Figura 3. Solução ótima.

O MBT/WMBT possui diversas aplicações em sistemas distribuı́dos, mais especi-
ficamente em Internet das Coisas (IoT), Redes de Sensores Sem Fio (WSNs) e Indústria
4.0 [Shang et al. 2010, Hocaoğlu and Genç 2019, Ivanova 2019]. Outras aplicações in-
cluem comunicação entre redes telefônicas [Ivanova 2019], vigilância e reconheci-
mento [Dekker 2002], robótica [Bucantanschi et al. 2007, Keshavarz et al. 2011], redes
de satélites [Chu and Chen 2018] e direct memory access (DMA) [Lazard 1992].

A contribuição deste trabalho consiste em apresentar um modelo matemático
para o Weighted Minimum Broadcast Time (WMBT), o qual pode ser facilmente adap-
tado para as versões mais simples do WMBT, como somente com pesos nos vértices
[Harutyunyan and Kamali 2008, Harutyunyan and Kamali 2017], e para somente pesos
nas arestas [Koh and Tcha 1991]. A proposta deste artigo foi comparada com heurı́sticas
do estado-arte. Os resultados experimentais indicam que a proposta é capaz de superar
as heurı́sticas mais conhecidas para o WMBT, porém para instâncias grandes o modelo
apresenta dificuldades.

O restante do artigo está organizado da seguinte forma. Na seção 2 é apresentado
os trabalhos relacionado ao problema. Na seção 3 descrito o modelo matemático para a
resolver o WMBT. Na seção 4 é discutido os resultados computacionais. Finalmente, a
Seção 5 contém conclusão e trabalhos futuros.

2. Trabalhos relacionados

Os problemas MBT e WMBT atraı́ram interesse de vários pesquisadores devido ao seu
potencial para modelar muitas aplicações do mundo real. Para o MBT, existem prospostas
de algoritmos exatos [Scheuermann and Wu 1984, de Sousa et al. 2018, Ivanova 2019],
algoritmos aproximados [Elkin and Kortsarz 2003, Kortsarz and Peleg 1992], heurı́sticas,
metaheurı́sticas e matheuristic [Scheuermann and Wu 1984, Hoelting et al. 1996,
de Sousa et al. 2018, Hasson and Sipper 2004, Harutyunyan and Wang 2010,
Harutyunyan and Jimborean 2014, Lima et al. 2022].



Para o WMBT com pesos apenas nas arestas, existe um algoritmo poli-
nomial que resolve de forma ótima grafos do tipo árvore [Koh and Tcha 1991].
Para a versão com pesos nos vértices, existe um algoritmo guloso e um al-
goritmo evolucionário [Harutyunyan and Kamali 2008]. Resultados experimentais
[Harutyunyan and Kamali 2008] mostram que o algoritmo guloso é melhor que o
algoritmo evolucionário. Outros algoritmos [Averbuch et al. 2000] foram propos-
tos para problemas similiares ao WMBT, porém a função de custo é calculada
de forma diferente dos trabalhos descritos anteriormente [Garey and Johnson 1979,
Harutyunyan and Kamali 2008, Koh and Tcha 1991].

Até onde os autores conhecem, para grafos genéricos, não existem algoritmos exa-
tos para o WBMT. Além disso, não existem heuristicas/metaheurı́sticas para o problema
considerando pesos nos vértices e arestas ao mesmo tempo.

3. Modelo de programação matemática para o WMBT

Nesta seção será apresentado o modelo proposto de programação linear inteiro (PLI) para
resolver o WMBT. Este modelo foi baseado no modelo do MBT [de Sousa et al. 2018].
Além das adições dos pesos dos vértices e arestas, essa adaptação também considera que
o WMBT pode ser multi-fonte.

Seja G = (V, V0, A,Wv,We) um grafo conexo ponderado não direcionado, em
que V é o conjunto de vértices, V0 é o conjunto de vértices fontes, A é o conjunto de ares-
tas, Wv é uma função de inteiros não-negativos de pesos dos vértices e We é uma função
de inteiros positivos de pesos das arestas. Além disso, considere que N(i) representa o
conjunto de vizinhos do vértice i ∈ V , e V0 ∈ V é o conjunto de vértices fontes. Para
auxiliar o modelo, Ki assume valor 1 caso o vértice i ∈ V0 e 0, caso contrário. Tmax

um limite superior (upper bound) para que qualquer vértice do grafo consiga receber a
informação. Por exemplo, Tmax = (

∑
v∈V

Wv(v)) + (
∑
a∈A

We(a)) é o limite trivial. Por fim,

seja T uma variável de decisão que representa o tempo mı́nimo de transmissão (WMBT),
e xt

ij como uma variável binária que tem valor 1 se o vértice i iniciar a transmissão da
mensagem para o vértice j no tempo t e 0, caso contrário. Com base nessas definições, o
modelo de PLI é definido da seguinte forma:

min T (1)

s. a Ki +
∑

j∈N(i)

Tmax∑
t=1

xt
ji = 1 ∀i ∈ V (2)

∑
j∈N(i)

xt
ij = 0,∀i ∈ V0 ∀t ∈ [0,Wv(i)) (3)

∑
j∈N(i)

xt
ij ≤ 1 ∀i ∈ V, ∀t ∈ [0, Tmax] (4)

xτ
ik ≤ 1− xt

ij ∀(i, j) ∈ A, ∀t ∈ [0, Tmax], (5)

∀k ∈ N(i), ∀τ ∈ [t+ 1, t+We((i, j))]



xt
ij ≤ Ki +

∑
k∈N(i)\{j}

t−We((k,i))−Wv(i)∑
τ=0

xτ
ki ∀(i, j) ∈ A, ∀t ∈ [0, Tmax] (6)

Tmax∑
t=0

(t+We((i, j)) +Wv(j)) · xt
ij ≤ T ∀(i, j) ∈ A (7)

T ∈ N (8)
xt
ij ∈ B ∀(i, j) ∈ A, ∀t ∈ [0, Tmax] (9)

A função objetivo (1) minimiza o tempo de transmissão T . As restrições (2) res-
trigem que todos os vértices devem receber em algum momento a informação, ou iniciar
com a ela. As restrições (3) proibem que qualquer nó fonte envie uma informação antes
de estar apto para transmitir. As restrições (4) limitam que em cada instante t qualquer
vértice faz até uma transmissão. As restrições (5) proibem que um vértice inicie uma
outra transmissão enquanto já iniciou uma, ou seja, espera We((i, j)) até iniciar outra
transmissão. As restrições (6) restriguem que um vértice só pode enviar caso seja um
nó fonte ou que recebeu a informação anteriormente. As restrições (7) impõem que o
valor de T deve ser maior ou igual ao tempo que inicia qualquer transmissão acrescido o
perı́odo da transmissão e o perı́odo do processamento interno do vértice. Finalmente, as
restrições (8) e (9) definem o domı́nio das variáveis de decisão.

O modelo anterior descrito é para a versão com pesos nos vértices e nas arestas.
No entanto, para a versão com pesos somente nos vértices deve ser considerado algumas
mudanças: (i) as restrições (5) devem ser removidas, (ii) os valores We((k, i)) e We((i, j))
nas restrições (6) e (7) devem ser alterados para o valor 1. Enquanto, para a versão com
pesos somente nas arestas as seguintes mudanças devem ser consideradas: (i) as restrições
(2) devem ser removidas, (ii) os valores Wv(i) e Wv(j) nas restrições (6) e (7) devem ser
alterados para o valor 0.

4. Resultados computacionais
Nesta seção é apresentado os experimentos computacionais para avaliar a efetividade
da proposta do modelo proposto para o WBMT. Nosso modelo de PLI é comparado a
adaptações de uma heurı́stica construtiva [Harutyunyan and Kamali 2008], a qual origi-
nalmente só considera pesos nos vértices. As duas adapatações foram estendidas para
considerar pesos nos vértices e nas arestas. E uma delas foi acrescido uma busca local
(refinamento) para o MBT [Slater et al. 1981], porém adaptada para o WMBT.

Todos os experimentos nesta seção foram conduzidos em um Intel Core i7-6700
com 3,40 GHz, 32 GB de RAM, rodando Ubuntu 18.04.5. A adaptação da heuristica foi
codificada em C++ com compilador g++ 7,5 e com as flag ‘-O3’. Além disso, foi utilizado
o IBM Cplex 12.9 para resolver o modelo PLI. Foi adotado o limite de tempo de 3600 s
(1 h) para o Cplex para resolver o modelo de PLI foi adicionado.

4.1. Instâncias testadas

Os algoritmos foram testados em um total de 44 instâncias, todas as instâncias são grafos
aleatórios. Cada instância é composta por uma árvore aleatória T = (V,ET ) e um grafo
aleatório Gr = (V,EG), ou seja, a instância é um grafo I = (V,E) com E = ET ∪ EG,



assim sendo conexa e aleatória. O grafo aleatório é baseado no modelo G(n, p), também
conhecido como modelo binomial [Gilbert 1959]. Cada grafo Gr = (V,EG) é gerado
com n vértices e cada aresta potencial em Er é criada com probabilidade p. Os pesos dos
vértices e arestas foram criados usando uma distribuição uniforme.

4.2. Comparação entre o modelo PLI e heurı́stica construtiva

Na Tabela 3 é apresentado a comparação entre o modelo PLI e as heurı́sticas construtivas
[Harutyunyan and Kamali 2008]. A primeira coluna indica as caracterı́sticas da instância,
um grafo G(n, g, p), em que n é a quantidade de vértices do grafo, g é a quantidade nós
fontes e p a densidade em porcentagem do grafo. A segunda coluna (HARUTYUNYAN)
indica o tempo de transmissão calculado pela adaptação da versão com pesos nas ares-
tas e nos vértices da heurı́stica construtiva [Harutyunyan and Kamali 2008]. A terceira
coluna (HARUTYUNYAN+BL) indica o tempo de transmissão combinando a heurı́stica
anterior com uma busca local. A quarta e quinta colunas indicam, respectivamene, o
tempo de transmissão e tempo de execução do modelo PLI utilizando o solver Cplex. O
valor em negrito indica que o método obteve melhor desempenho ou igualou ao melhor
método, e um astérisco (’*’) indica que foi provado a otimalidade, enquanto a instância
com traversão (’—’) indica que o método não encontrou uma solução viável no tempo
reservado.

Como esperado o modelo PLI conseguiu encontrar soluções ótimas em instâncias
com poucos vértices e poucas arestas, mas à medida que a instância aumenta quantidade
de vértices ou arestas - bem como os pesos -, o modelo tem mais dificuldade em resolver
tais instâncias. Isto acontece devido ao aumento do número de váriaveis necessárias para
instância, tornando o modelo mais computacionalmente desafiador. Das 44 instâncias, o
modelo PLI encontrou 31 melhores soluções, e provou a otimalidade de 26 soluções. A
busca local na heurı́stica construtiva da literatura melhorou 39 das 44 instâncias.

Tabela 3: Comparação dos algoritmos determinı́sticos.

Instância HARUTYUNYAN HARUTYUNYAN+BL PLI

WMBT WMBT WMBT t (s)

G(24,3,0,A) 35 32* 32* 0.04
G(24,3,0,B) 51 45* 45* 0.08
G(24,3,10,A) 20 19 17* 0.06
G(24,3,10,B) 22 22 19* 0.06
G(24,3,20,A) 17 16 14* 0.09
G(24,3,20,B) 18 17 16* 0.10
G(24,3,30,A) 18 18 15* 0.12
G(24,3,30,B) 19 18 16* 0.15
G(24,3,40,A) 15 14 13* 0.35
G(24,3,40,B) 16 14 12* 0.18
G(24,3,50,A) 16 15 13* 0.23
G(24,3,50,B) 15 14 13* 0.23
G(24,3,60,A) 16 14 13* 0.31
G(24,3,60,B) 15 12 11* 0.21
G(24,3,70,A) 12 10 9* 0.21
G(24,3,70,B) 13 12 10* 0.22
G(24,3,80,A) 15 13 11* 0.41
G(24,3,80,B) 16 15 13* 0.35
G(24,3,90,A) 13 12 11* 0.43
G(24,3,90,B) 13 11 9* 0.42
G(64,1,10,A) 28 27 23* 36.45
G(64,1,15,A) 25 24 22* 42.99

Continua na próxima página



Tabela 3 – continuação da página anterior

Instância HARUTYUNYAN HARUTYUNYAN+BL PLI

WMBT WMBT WMBT t (s)

G(64,1,20,A) 30 29 25 3600.00
G(64,1,25,A) 21 21 18* 51.16
G(64,1,10,A) 95 74* 74* 15.23
G(64,1,15,A) 128 128 109* 52.02
G(64,1,20,A) 99 88* 88* 57.86
G(64,1,25,A) 168 168 — 3600.00
G(128,1,10,A) 139 124 — 3600.00
G(128,1,15,A) 214 186 — 3600.00
G(128,1,20,A) 202 197 — 3600.00
G(128,1,25,A) 149 149 — 3600.00
G(128,1,10,A) 29 27 23 3600.00
G(128,1,15,A) 28 27 23 3600.00
G(128,1,20,A) 26 25 24 3600.00
G(128,1,25,A) 22 20 18 3600.00
G(256,1,10,A) 24 23 — 3600.00
G(256,1,15,A) 22 21 — 3600.00
G(256,1,20,A) 18 16 — 3600.00
G(256,1,25,A) 17 16 — 3600.00
G(256,1,10,A) 282 279 — 3600.00
G(256,1,15,A) 239 237 — 3600.00
G(256,1,20,A) 202 197 — 3600.00
G(256,1,25,A) 243 241 — 3600.00

# Melhor 2 17 31
Média t (s) — — 1478.64

5. Conclusão e trabalhos futuros
Neste trabalho, foi proposto um modelo de programação linear inteira (PLI) para o pro-
blema WEIGHTED MINIMUM BROADCAST TIME (WMBT). O modelo PLI apresentou
um bom desempenho para instâncias com poucos vértices e poucas arestas superando as
técnicas não exatas da literatura, foi capaz de resolver instâncias com até 64 vértices e
aproximadamente 400 arestas. No entanto, como esperado, para instâncias maiores, o
modelo teve dificuldades. Das 44 instâncias testatas, o modelo PLI encontrou 31 melho-
res soluções, e provou a otimalidade de 26 delas. A utilização de uma busca local na
heurı́stica construtiva da literatura melhorou 39 soluções nas 44 instâncias.

Para trabalhos futuros incluem a estudar a viabilidade de heurı́sticas e meta-
heurı́sticas para WMBT. Assim, desenvolver outros algoritmos não ótimos, mas que
possam ter soluções melhores do que os algoritmos da literatura. O Biased Random
Key Genetic Algorithm [Toso and Resende 2015, Resende 2011] (BRKGA) é uma das
meta-heurı́sticas a ser considerada, pois o BRKGA foi utilizado para solucionar o MBT
[Lima et al. 2022].
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