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Abstract. A relacdo de conversdo entre termos dada por Church, que deter-
mina a igualdade entre termos, diz que dois \-termos sdo o mesmo se forem
conversiveis um ao outro. Em outras palavras, um caminho entre dois termos,
o0 que sugere a possibilidade de uma semdntica com base em homotopia.

1. Introducao

Uma ampla frente de pesquisa nos fundamentos da matemaética tem sido explorada desde
2005 na tentativa de construir uma ponte entre a teoria de tipos € a teoria da homotopia,
principalmente através da estrutura de grupdide revelada no contramodelo de Hofmann—
Streicher [Hofmann and Streicher 1994] ao principio da Unicidade de Provas de Identi-
dade (UIP). Dai surge a homotopy type theory em que o tipo ‘identidade’ assume um
protagonismo revelador ao possibilitar a interpretacao de tipos como espacos ao invés de
simplesmente conjuntos. Isso tem aberto caminho para, nas palavras de S. Awodey, “uma
nova e surpreendente conexio entre Geometria, Algebra, e Légica, que tem vindo 2 tona
recentemente na forma de uma interpretacao da teoria construtiva de tipos de Per Martin-
Lof na teoria da homotopia, resultando em novos exemplos de certas estruturas algébricas
que sdo importantes em topologia” [Awodey 2012].

Por trds dessa ampla conexao estd um conceito que aparece de formas distintas em diver-
sas areas da matematica: caminho. A saber: (i) topologia algébrica: teoria da homotopia;
(i1) categorias de ordem superior: policategorias; (iii) dlgebra de ordem superior: oo-
groupdides; (v) légica: provas de igualdade; e, através do A-cdlculo: (vi) sequéncias de
reescrita. No que concerne a (v) e (vi), vale lembrar que, nas diferentes formulagdes da
teoria de tipos (intensional ou extensional), o julgamento da forma ‘a = b : A’ € lido
como ‘a e b sdo elementos (definicionalmente) iguais do tipo A’. Nao ha a introducio de
contrapartida formal do caminho que levaria de a até b por meio das regras de reescrita.
Em nossa abordagem acrescentamos identificadores para a composi¢do de caminhos, de
forma que o julgamento ficaria algo como ‘a =4 b : A’ cuja leitura seria ‘a € igual a b em
razdo de s’ (‘s’ sendo a razdo para reescrita), ‘s’ aparecendo como um termo denotando
uma composicdo de identificadores de igualdades definicionais (53, n, u, v, &, etc.). Em
outras palavras, ‘s’ é o caminho computacional (explicito) de a para b.

2. Fundamentos da matematica

Como observou Vladimir Voevodsky em sua palestra no WoLLIC 2011 [?],nos dltimos
anos, conexodes profundas e um tanto inesperadas t€ém sido descobertas entre as teorias
construtivas de tipos e a teoria da homotopia. Tais conexdes abrem caminho para que



se construam novos fundamentos da matemadtica alternativamente a teoria dos conjun-
tos de Zermelo—Fraenkel (ZFC). Tais fundamentos se mostram bastante promissores no
que diz respeito a resolucido de diversos problemas em dreas ndo diretamente relacio-
nadas, tais como fornecer o devido suporte para argumentos categdricos de ordem mais
alta diretamente no nivel da linguagem, permitir que as formalizacdes da matemadtica se
tornem muito mais concisas € muito melhor adaptadas ao uso de sistemas de prova semi-
automatizados (Ex. Coq, Lean), além de propiciar um meio uniforme de abordar tanto
a matemadtica cldssica quanto a matematica construtiva. Em palestra em Goteborg, Vo-
evodsky argumentava que o principal problema pratico da formalizacdo da matematica
baseada em ZFC pode ser chamado de “o problema da equivaléncia”. Se, por um lado, a
matematica em nivel de conjuntos lida apenas com propriedades de conjuntos com estru-
turas que sdo invariantes sob isomorfismos, a matematica de ordem superior que manuseia
categorias e seus andlogos de ordem superior trata essencialmente de propriedades inva-
riantes sob equivaléncias de ordem superior apropriadamente definidas. Dai, ZFC nao
parece dar margem a uma abordagem natural para a distin¢c@o entre construgdes e propri-
edades que respeitam equivaléncias daquelas que ndo as respeitam.!

Por outro lado, Michael Shulman em seu recente Homotopy type theory - A high-level
language for invariant mathematics chama a atencao para a importancia de se identificar
os principios que fundamentam as nog¢des de equivaléncia em matemética: “Homotopy
type theory is a high-level abstract framework for working with sameness”, dai a relacao
de mesmice (do inglés, sameness) seria de tal forma que: (1) dois grupos s2o 0 mesmo se
forem isomorfos; (ii) dois espacos topoldgicos sdo o mesmo se forem homeomorfos; (iii)
duas categorias sao a mesma se forem equivalentes; (iv) dois conjuntos sdo 0 mesmo se
tiverem a mesma extensdo (v) dois mapeamentos sdo homotopicamente 0 mesmo se um
pode ser continuamente deformado para o outro.

Observando a natureza da relagdo de conversado entre termos dada por Church, faz sentido
acrescentar a lista anterior: (vi) dois A\-termos sdo o mesmo se forem conversiveis um ao
outro.

Conforme a defini¢do de igualdade de termos no A-célculo:

Definicao 2.1 ([Hindley and Seldin 2008]) P é [-igual ou [3-conversivel a () (notacdo
P =5 Q) sse () for obtido de P por uma série (talvez vazia) de [(3-contragdes e [3-
contragdes reversas e trocas de varidveis ligadas. Ou seja, P =3 () sse existe Fy, . .., P,
(n > 0)tais que Py = P, P, = Q, (Vi < n—1)(Pi>1g Py ou Pipi>ig Pior P =, Pipa).

A igualdade vem com uma forca existencial. Além disso, trata-se de uma relacio obtida
tomando-se o fecho reflexivo, simétrico e transitivo da relagao de contragdao em 1-passo,
o que se revela com as propriedades de caminho.

Combinando as idéias de Steve Awodey sobre a interpretacdo dos chamados “tipos-

1“One of the keystones of contemporary mathematics is the isomorphism invariance principle: for any

statement P about X and any isomorphism X i X', there is a statement Py about X’ such that P holds iff
P, holds. The equality problem in formalizations comes in part from the fact that when one encodes X and
X' the isomorphism is lost. There is more to the equality problem than isomorphism invariance: (i) equality
is a good notion for ‘elements’ — individuals, but fails for collections; (ii) isomorphism is a good notion for
collections, but fails for collections of collections. This leads to a theory of iterated n-equivalences which
are the correct replacements for such “iterated collection.”(Foundations of Mathematics and Homotopy
Theory, IAS (2006))



identidade” da teoria de tipos de Per Martin-Lof como “espacos de caminhos” e suas
proprias idéias sobre a interpretacdo dos universos dessa mesma teoria, Voevodsky cons-
truiu, em 2009, o chamado “modelo univalente”do célculo de construgdes indutivas de
Thierry Coquand. Tal modelo propicia uma semantica para o calculo das constru¢des
indutivas que permite se fazer exatamente o que era necessario para se formalizar a nova
abordagem aos fundamentos da matemadtica supracitada.

Segundo Voevodsky, a abordagem denominada de Fundamentos Univalentes, diferente-
mente das abordagens baseadas em ZFC e em teoria das categorias, € um sistema com-
pleto de fundamentos, ainda que muito diferente de ZFC. Para efeito de comparacao, va-
mos admitir que quaisquer sistemas de fundamentos para a matemaética, adequados tanto
para o raciocinio humano quanto para a verificacio através do computador, devem ter os
trés seguintes componentes: o primeiro componente € um sistema de deducao formal, ou
seja, uma linguagem e um conjunto de regras de manipulagcao de sentencgas nessa lingua-
gem que sejam puramente formais, tais que o passo-a-passo dessas manipulacdes possa
ser verificado por um programa de computador; o segundo componente € uma estrutura
que fornega significado as sentengas dessa linguagem em termos de objetos mentais intui-
tivamente compreensiveis por seres humanos; o terceiro componente € uma estrutura que
permita que seres humanos codifiquem suas ideias matematicas em termos dos objetos
diretamente associados com a linguagem.

Isso faz parte de um projeto em andamento [Ramos etal. 2017,
Martinez-Rivillas and de Queiroz 2021] que, a0 mesmo tempo em que busca o uso
de estruturas de homotopia como grupdides no estudo da semantica da computagio,
também busca demonstrar a utilidade e o impacto da chamada interpretacao de Curry-
Howard da deducgdo l6gica na pratica real de uma importante drea da matematica, a
saber, a teoria da homotopia. A breve citacao do “Prémio Rolf Schock 2020 em légica e
filosofia da Real Academia Sueca de Ciéncias”diz que foi concedido a Per Martin-Lof
(compartilhado com Dag Prawitz) “pela criacdo da teoria construtiva dos tipos”. Em
declaracdo mais longa, o comité do prémio lembra que a teoria dos tipos construtiva €
“uma linguagem formal em que € possivel expressar a matematica construtiva’(...) “[que]
também funciona como uma linguagem de programacdo poderosa e teve um impacto
enorme em logica, ci€éncia da computagdo e, recentemente, matematica.” Ao introduzir
um arcabouc¢o no qual a formalizacdo da nogao l6gica de igualdade € feita por meio do
chamado “tipo identidade”, é apresentada a possibilidade de uma ligacao surpreendente
entre a reescrita de termos e conceitos geométricos como caminho e homotopia. E, de
fato, a teoria de tipos de Martin-Lof (MLTT) permite fazer pontes uteis entre a teoria
da computacdo, topologia algébrica, 1dgica, categorias e dlgebra superior, € um Unico
conceito parece servir como um elo de ligacdo: “caminho”. Seu impacto na matematica
foi sentido com mais forca desde o inicio do programa de V. Voevodsky sobre os
fundamentos univalentes da matematica por volta de 2005, e um aspecto especifco que
gostariamos de abordar aqui € o célculo de grupos fundamentais de superficies. Sabemos
que o célculo de grupos de homotopia € em geral muito mais dificil do que alguns dos
outros invariantes de homotopia trabalhados em topologia algébrica. Agora, ao usar uma
formulagao alternativa do “tipo identidade”que fornece uma explicacdo formal explicita
de “caminho”, operacionalmente entendido como uma sequéncia inversivel de reescritas
(como a “conversao”de Church) e interpretado como uma homotopia, buscamos fornecer
exemplos de cdlculo de grupos fundamentais de superficies, como o circulo, o toro, o



toro de 2 furos, a garrafa de Klein e o plano projetivo real. Esses exemplos parecem
testemunhar o impacto da MLTT na matemadtica, oferecendo ferramentas formais para
calcular e provar grupos fundamentais, bem como permitir fazer tais calculos e provas
passiveis de serem tratadas por sistemas de matematica formalizada e provadores de
teoremas interativos como Coq, Lean e outros semelhantes.

3. Caminhos computacionais

Dado um espaco A, podemos pensar numa estrutura I[1(A) formada por pontos do espaco
A e caminhos homotdpicos entre esses pontos. Usando defini¢des equacionais, pode-se
facilmente provar para I1(A) que as equacdes de grupdide valem a menos de homotopia.
Isso é chamado de estrutura fraca (é fraca pois as igualdades nao valem literalmente, mas
a menos de homotopia): o grupdide fundamental do espagco A. Como para cada tipo A,
usando a interpretacdo homotdpica, pode ser semanticamente interpretado como sendo
um espago, podemos considerar I1(A) como o grupdide fundamental do tipo A.

Como ja mencionado anteriormente, os caminhos da interpretacdo homotdpica das di-
ferentes formulacdes da teoria de tipos de Martin-Lof ndo t€ém contrapartida na sin-
taxe, mas existem apenas na semantica. Adicionamos a sintaxe termos especifica-
mente definidos para representar os caminhos computacionais e ainda assim permane-
cemos em consonancia com os principios da interpretacdo de Curry—Howard, pois es-
ses termos representam provas de igualdade [de Queiroz et al. 2016, Ramos et al. 2017,
de Queiroz and de Oliveira 2014].

Vamos construir um grupdide fundamental para um tipo A usando caminhos de reescrita
para os termos representando caminhos, e ainda assim mantendo essencialmente a mesma
semantica oferecida para a homotopy type theory. Como demonstracao da utilidade desse
aparato formal, conforme mencionado anteriormente, temos trabalhado em exemplos de
calculo de grupos fundamentais de superficies, como o circulo, o toro, o toro de 2 furos,
a garrafa de Klein e o plano projetivo real.

Conforme a literatura sobre o A-cdlculo, a teoria equacional de termos estabelece quando
dois A-termos sdo iguais. Como exemplo ilustrativo, dado que (Ax.z)z0> 32, consideramos
que (Az.x)z =g, z em razdo da existéncia do caminho 3((Az.x)z, z). Considerando a
formulag@o do tipo I dos A-termos:

[z : A [z : Al

) N:A M:B ©) M=M:B

(Az.M)N = M[N/z] : B[N/z] Ae.M = Xe. M : (Ilx : A)B

A M=M":A N:(Ilz: A)B

W) Sr=hia W) =N = Nar - B
(U)M:—M N:A M=M:(llz: AB

N=M:A W) =N =N BV
m M= W) ()\x.M]\j) S\j 1(41%5 ayp @ EEVAD)

Definicao 3.1 Sejam a e b elementos de um tipo A. Entdo, um caminho computacional
s de a para b é uma composicdo de aplicacoes das regras de inferéncia da teoria da
igualdade da teoria de tipos. Denotamos por a =, b.
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A composicdo é dada pela aplicacio da regra da transitividade. A titulo de
ilustragdo, considere a constru¢do do caminho entre (Ay.yz)(Aw.zw) e zzx. Comecando
em (A\y.yx)(Aw.zw), temos que (Ay.yzx)(Aw.zw) >, (Ay.yr)z. Dai, o caminho
n((A\y.yz)Aw.zw), (A\y.yz)z). De (Ay.yzr)z, temos que (A\y.yz)z >z zx. Por-
tanto, temos um caminho [((A\y.yx)z,zx). Agora precisamos compor esses ca-
minhos. Para isso, podemos aplicar a transitividade para obter o caminho dese-
jado entre (Ay.yx)(Aw.zw) e zx. Logo, a igualdade € estabelecida pelo caminho
T(n(A\y.yz)(Aw.zw), (A\y.yx)z), B((A\y.yz)z, zx)). Portanto, um caminho computacio-
nal € um termo construido pela composicdo de identificadores de igualdades (definicio-
nais). Tal qual a nocdo de reducdo entre termos que representam elementos de um tipo, é
preciso definir as regras de reducdo para termos que representam caminhos, de forma que
se obtenha a forma candnica de um caminho computacional. Nesse sentido, formulamos
em [de Queiroz et al. 2011], um teorema da forma normal para caminhos computacio-
nais, analisando as redundancias em provas de igualdade, construindo regras de reducgao,
e demonstrando terminacdo e confluéncia do sistema de reescrita associado.

4. Reducoes entre caminhos computacionais

Considere o caso simples de um caminho reflexivo p que estabelece que a =, a. Se
aplicarmos o axioma da simetria o, obtemos o caminho a =,,) a. Como aplicamos
0 axioma o ao caso trivial da reflexividade, obtemos um caminho que € uma forma re-
dundante da reflexividade. Nesse caso, os caminhos p e o(p) deveriam ser considerados
iguais, i.e., deve ser possivel reduzir o(p) a simplesmente p. O mesmo ocorre se, dado
qualquer caminho a =, b, aplicamos a simetria duas vezes em sequéncia, obtendo o ca-
minho a =,(,(s)) b. Inverter um caminho duas vezes € equivalente a simplesmente usar o
caminho original, i.e., o(o(s)) deveria ser reduzido a s.

As redundancias mencionadas acima tiveram origem na combinacio de aplica¢des dos
axiomas da teoria da igualdade para a teoria de tipos, ou melhor, a partir da andlise de
redundancias em provas construidas no estilo Deducao Natural decoradas com termos, tal
qual na Curry—Howard. Na secao anterior, usando o exemplo do tipo produto II, mostra-
mos que temos um total de 8 regras/axiomas de igualdade. Dado que se pode combinar
essas regras/axiomas em diversas situagdes, € de se esperar que o nimero de redundancias
distintas seja alto. Felizmente tais redundincias foram identificadas e analisadas por
[de Oliveira 1995], refinadas e associadas a identificadores em [de Queiroz et al. 2016].
Dessa forma, [de Oliveira 1995] criou um sistema que mapeia essas redugdes, identifi-
cado como LN Dgg — T'RS, com um total de 39 regras. Para construir o grupdide fun-
damental, 7 regras serdo essenciais:

Redugdes envolvendo o e p: a(p) > p  0(0(r)) Dgs 1

Redugdes envolvendo 7: 7(r, (1)) >p  T(0(r),7)>tsrp T(r, p) et T(p, 1) >upr
Redugdes envolvendo 7 e 7: 7(7(t, ), s) >y 7(t, 7(r, 5))

z

Como se pode ver, um identificador é associado a cada regra de reduccdo. Por
exemplo, nossos exemplos iniciais sdo resolvidos por aplicacOes da regra sr e
a regra ss respectivamente. E importante notar que o sistema LN Dgpg —
TRS tem as propriedades de terminagdo e de confluéncia, como demonstrado em
[de Oliveira 1995, de Queiroz and de Oliveira 1994, de Oliveira and de Queiroz 1999,
de Queiroz et al. 2011]. Chamamos cada regra de reducdo de regra de reescrita e abrevi-
amos por rw-regra. Associada a uma rw-regra, temos as seguintes defini¢oes:



Definicao 4.1 Sejam s e t caminhos computacionais. Dizemos que s >1,, t (leia-se: a
rw-contrai para b) se pudermos obter t a partir de s por uma aplicacdo de apenas uma
rw-regra. Se s puder ser reduzido a t por um niimero finito de rw-contragoes, entdo
dizemos que s >, t (leia-se s rw-reduz a t).

Definicao 4.2 Sejam s e t caminhos computacionais. Dizemos que s =, t (leia-se:
s é rw-igual a t) sse t pode ser obtido de s por uma série finita (talvez vazia) de rw-
contragoes e rw-contragdes reversas. Em outras palavras, s =,, 1 sse existe uma
sequéncia Ry, ...., R, comn > 0, tal que (Vi < n — 1)(R; D1 Riv1 ou Riyq D1y R;)
(Ro=s, R,=t).

Por defini¢do, a rw-igualdade é uma relacdo de equivaléncia, pois foi definida como o
fecho reflexivo, simétrico e transitivo da rw-reducdo. Como uma rw-igualdade é dada
por uma sequencia de rw-redugdes, chamamos essa sequencia de rw-seqiiéncia

5. O grupoide fundamental de um tipo: I1(A)

A seguir, vamos mostrar que a introducdo de termos para caminhos traz beneficios, em
particular, para a constru¢ao do grupdide fundamental de um tipo A. Inicialmente, é
preciso se dar conta da ideia de que igualdade pode valer em um sentido fraco. Na
interpretacdo homotdpica a qualificac@o ‘fraca’ se aplica a estrutura para a qual as igual-
dades valem apenas a menos de homotopia. Usaremos o termo ‘fraca’ para caracterizar
uma estrutura cujas igualdades valem apenas a menos de rw-igualdade. Se as igualdades
valem literalmente, ao invés de serem fracas, dizemos que a estrutura € estrita. Primeira-
mente, vamos retomar alguns conceitos da teoria das categorias [Awodey 2010]:

Definicao 5.1 Seja f : A — B uma seta de uma categoria qualquer. f ¢ dita ser um
isomorfismo se existe uma g : B — Atal que go f = 145e fog = 1p. g é chamada de
inversa de f e pode ser escrita f~1.

Definicao 5.2 Um groupdide é uma categoria na qual toda seta é um isomorfismo.

Podemos pensar numa estrutura IT1(A) na qual os objetos sdo elementos a : A e 0s mor-
fismos sdo os caminhos computacionais entre esses objetos:

Proposicao 5.1 T1(A) é um groupdide fraco.

Prova Primeiramente, é preciso provar que II(A) é uma categoria fraca. Para fazer
isso, precisamos definir composi¢ao de morfismos e a seta identidade. Ja sabemos que
composi¢do de caminhos s o ¢ é dada pela aplicagdo da transitividade, i.e., sot = 7(t, s).
O morfismo identidade de um objeto a € dado pelo caminho reflexivo a =,, a. Agora €
preciso verificar as leis de associatividade e identidade. A igualdade da associatividade
vale fracamente, s6 precisamos usar a regra tt: 7(7(s,7),t) =, 7(s,7(r,1)).

Usando as regras tir e trr, mostramos que as leis de identidade valem fracamente: sol, =
$0 Pg = T(Pa, 3) =rwy, S € ]-b OS=pp0S= 7—(87 pb) “rwier S

Com essas condigdes satisfeitas, concluimos que II(A) é de fato uma categoria fraca.
Agora precisamos mostrar que € um grupdide fraco. Para isso, precisamos mostrar que
todo caminho computacional s tem um inverso s’. Encontrar s’ é facil, faca s’ = o(s).
Para mostrar que as igualdades do isomorfismo valem fracamente, usamos as regras tr e
tsr: sos' =so00(s) =71(0(5),8) =, pres 0s=0(s)os=1(s,0(5)) =, Pa- T
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Figura 1. [Awodey 2017]

Como o grupdide TT1(A) é construido a partir de um tipo A e seus objetos e igualdades
entre esses objetos, definimos II(A) como o grupdide fundamental do tipo A. Como
provado por [Hofmann and Streicher 1994], o modelo de groupdide de um tipo prova que
a unicidade de provas de identidade ndo € derivdavel na sintaxe da teoria de tipos. A
constru¢cdo do grupdide fundamental de um tipo baseada em caminhos computacionais
deixa claro que a incorporagdo a sintaxe de termos para caminhos ainda assim refuta
a unicidade de provas de identidade. Portanto, pode-se interpretar esse resultado como
dizendo que pode haver dois caminhos computacionais s e ¢ entre objetos a : Aeb : A
tal que s e ¢ ndo sdo rw-iguais.

O grupdide fundamental € um conceito fundamental que abre caminho para multiplas
linhas de pesquisa. A primeira possibilidade € usar o grupdide fundamental para obter
grupdides de ordens superiores. Para isso, basta pensar que da mesma forma que existem
caminhos entre dois tipos, também existem caminhos entre caminhos, os quais funcionam
como uma prova da igualdade entre dois caminhos. Dessa forma, podemos considerar
uma estrutura que para cada par de pontos (a, b) S H(A), existe uma categoria fraca
formada pelos caminhos entre os caminhos que conectam a e b. Essa estrutura seria o
grupéide fundamental de segunda ordem do tipo A, II5(A). Provar que essa estrutura é
realmente um grupdide de segunda ordem fica fora do escopo deste trabalho, mas a prova
completa pode ser vista em [Ramos et al. 2017]. A linha de raciocinio envolvida nesse
tipo de trabalho € ilustrada por [Awodey 2012, Awodey 2017] na exposi¢ao das conexdes
entre teoria dos tipos e teoria da homotopia (see Fig. 1):

Tipos ~» Espagos
Termos ~-» Mapas
a:A ~» Pontosa:1— A
p:Ida(a,b) ~» Caminhosp:a=b
a: Idig,ap(p,q) ~ Homotopiasa:p=gq
~» Homotopias entre Homotopias ¥ : o« = 8

v ]dIdIdA(a,b) (».9) (Oz, 6)

Uma segunda importante linha de pesquisa em que estamos desenvolvendo recentemente
¢ a utilizagcdo do grupdide fundamental e caminhos computacionais para calcular os gru-
pos fundamentais de superficies. O primeiro resultado interessante obtido nesse sen-
tido foi o célculo que o grupo fundamental do circulo S! é equivalente aos inteiros Z



[Ramos et al. 2018], tal qual o que foi obtido no livro Homotopy Type Theory?, mas dessa
vez usando caminhos computacionais explicitos. Mais recentemente, também usamos
caminhos computacionais para calcular o toro, o cilindro, a garrafa de Klein e o plano
projetivo real [de Veras et al. 2019].
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