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Abstract. The purpose of this article is to build a sound and complete Table-
aux for Intuitionist Linear Logic through a process of translating the Sequent
Calculus rules.

Resumo. O objetivo deste artigo é construir um Tableaux correto e completo
para Logica Linear Intuicionista por meio de um processo de tradugdo das re-
gras do Cdlculo de Sequentes.

1. Introducao

A Légica Linear pertence a um grupo de 16gicas chamadas de 16gica sub-estruturais, ou
seja, logicas que abrem mao de uma ou mais regras estruturais' . O diferencial da Logica
Linear, frente a outras 16gicas sub-estruturais, € que ela permite a recuperagcdo das regras
estruturais por meio da adi¢ao de operadores modais chamados de operadores exponenci-
ais.

Ao longo deste artigo construimos um tableau ao estilo Fitting para Légica Linear Intui-
cionista, traduzindo as regras do Cdlculo de Sequentes de [Okada 1998] em regras de Ta-
bleaux, utilizando a estratégia apresentada por [M. D‘Agostino and Broda 1999]. Embora
hoje ja existam interpretacdes para Full Intuitionistic Linear Logic, optamos por adotar
uma estratégia mais conservadora e apresentar as regras de tableau sem os operadores % ¢
?. A remocdo do % € justificada pelo fato da semantica para a disjun¢do multiplicativa ser
considerada problematica do ponto de vista de alguns 16gicos intuicionistas. A remog¢do
do operador exponencial ?, por sua vez, se d4, pois, no cdlculo de sequentes intuicionista
usual, a cardinalidade do consequente € restrita a no maximo uma férmula, o que elimina
a necessidade do operador exponencial no lado direito do sequente.

Embora os sistemas de cdlculo dos sequentes e tableaux sejam sistemas muito proximos,
a apresentacdo de um sistema de tableaux possui certas vantagens. A principal vantagem,
que motiva a construcao do sistema do presente artigo, € de carater pedagogico. Do ponto
de vista do aluno/leitor que inicia seus estudos sobre sistemas dedutivos, o aprendizado
das regras de um sistema de tableaux € mais intuitivo do que o aprendizado das regras de
calculo de sequentes.

Iremos utilizar, ao longo do artigo, Cs, Tx, L;. e L;; como abreviatura para Calculo
de Sequentes, Tableaux, Ldgica Linear Classica e Logica Linear Intuicionista respectiva-
mente.

1 L A = . ‘. .
A Logica da Relevancia, por exemplo, abre méo da regra de atenuacdo, enquanto a Légica Linear abre
mao das regras de atenuacio e contrago



2. Calculo de Sequentes

Os Teoremas de Corretude e Completude do Tableaux que sdo apresentados na proxima
secdo sdo demonstrados indiretamente via um processo de traducdo entre derivacdes de
Cs e Tx. O sistema de Cs utilizado pelas traducgdes é uma versdo adaptada do sistema de
[Okada 1998]. O Cs originalmente proposto por Okada € definido para L., precisaremos,
entdo, adaptar as regras de Cs para obter um cilculo para L;;. E importante notar que
a adaptacdo do sistema para L;; ndo altera os resultados apresentados de corretude e
completude demonstrados em [Okada 1998]. O sistema adaptado € o que segue abaixo:

Axioma e Corte:
I'=A AX =D

A=4 Iy =D
Regras Logicas:
Conjuncdo Aditiva:
A= D I'B=D = A I'= B
A&« B=D TI,A&B=D I'=A&B

Conjun¢do Multiplicativa:

I'A,B=D = A =20
IINA®B= D Y=A®B

Disjuncdo Aditiva:

IN'A=D T,B=D = A =B
Ae B,I'= 1D '=>AeB I'=AeBnB

Implicacdo Multiplicativa:
I'=A ,B=D ATl'=1RB
Y A—-oB=D '=>A—B

Negacao Linear:
I'= A A=
I, A= = at
Bang:

IA=D T/IAlA=D =D = A
IN'A= D I'N'A= D A= D II'=!A

3. Estruturas de Arvores e Traducio de Regras

Para garantir que os tableaux que iremos construir correspondam a teoremas (e nao-
teoremas) de Lj;, devemos apresentar algumas defini¢des preliminares:

Definicao 1: Dizemos que uma férmula foi utilizada se uma regra légica foi apli-
cada a ela ou se a0 menos uma vez ela fecha um ramo. A férmula que for utilizada serd
sinalizada com +/.

Definicao 2: Um ramo ¢ dito fechado quando, para uma férmula A, tanto A T
quanto sua negacao A F estdo contidos no mesmo ramo e todas as férmulas contidas no



ramo foram utilizadas. Caso contrdrio, o ramo € dito aberto. Uma arvore de derivacio é
dita fechada se todos os ramos estao fechados. Caso contrario, a arvore é aberta.

Defini¢do 3: Dizemos que B € derivével a partir {A;, A,, ..., A,,} se existe uma
arvore fechada construida com os nés iniciais A7, A,T), ..., A, T e BF.

Definicao 4: Uma formula A é um teorema se existe uma arvore fechada cons-
truida com A F.

As regras do Tx serdo obtidas por meio de uma funcdo de traducdo de Cs em
Tx. Na traducdo que se segue, assim como em [M. D‘Agostino and Broda 1999], refor-
mularemos as regras a direita do sistema de [Okada 1998] passando todas as férmulas do
consequente para o antecedente adicionando a negacdo. Esse método de traducdo auxilia
na visualizacdo da correspondéncia das regras a direita de Cs e as regras para férmulas F
de Tx.

Conjuncao Aditiva: As regras para a conjuncao aditiva funcionam da seguinte
maneira. No caso da ocorréncia de um nés com A& B T, temos a propriedade da projecao
da conjuncgio, ou seja, dado que A & B € demonstravel, entdo podemos apresentar uma
prova de A e uma prova de B, porém sem apresentar ambas as provas simultaneamente.
No caso de A & B F, temos que ao menos um dos componentes ndo é demonstravel.

(A& B) T (A& B) T
. | . |
A, D™= | AT I'BD = . BT
A& B,D" = A& B,D" =
(A& B) F
AF BF

rAt = I,B" = LT I'T
I, (A& B) =
Em que I' sdo férmulas que ndo foram usadas acima do nés no qual a regra foi
aplicada. A repeti¢do das férmulas corresponde ao context-sharing.

Conjunc¢ao Multiplicativa: O caso da conjuncdo multiplicativa € bem simples.
Se temos uma ocorréncia de A ® B T, entdo temos, simultaneamente, uma prova de A e
uma prova de B. No caso de ®-F, sabemos que ndo temos uma prova para pelo menos um
dos conjuntos. As férmulas que ocorrem acima de A ® B F devem ser divididas arbitra-
riamente entre os dois ramos em [" e . A divisdo entre férmulas em [' e > corresponde
ao Context-Sharing.

(A®B) T (A® B) F

| /N

AT AF BF

NABD = =~ pr ILA'= SB= 17 xT

IA® B,D" = I,%,(A® B): =



Disjuncao Aditiva: O caso da disjun¢io aditiva é espelhado ao caso da conjungao
aditiva. Vemos que a propriedade do silogismo disjuntivo € satisfeita no caso de @ - T, ou
seja, caso A @ B seja demonstravel, entdo ou A ou B sdo demonstraveis. Ja no caso de
®-F, sabemos que ndo temos uma prova de A ou ndo temos uma prova de B, porém nao
simultaneamente.

(AeB) T
/ N\
AT BT

MAD'= T.BD'=> T TT
I A® B,D" =

Em que I' sdo férmulas que ndo foram usadas acima do nés no qual a regra foi
aplicada.

(Ae B) F (Ao B) F
A=  AF LB'= = BF
I (A® B)- = I(Ae B)" =

Implicacao Linear: O caso da implicacdo demanda um pouco mais de atencao.
A leitura da implicacdo do ponto de vista intuicionista nos explica, intuitivamente, que
estamos certos em afirmar A — B se e somente se possuirmos um método de construgcao
capaz de transformar uma prova (hipotética) de A em uma prova de B. Considerando essa
definicdo da implicag@o, se uma implicag@o linear intuicionista A — B T ocorre em
uma arvore, podemos tomar como certo que possuimos um método capaz de converter
qualquer prova de A em uma prova de B. Entretanto, o fato de possuimos tal método
ndo nos garante que exista, no momento atual, uma prova de A. A regra para a implicagao
linear intuicionista deve entdo refletir nosso momento epist€émico atual, ou ndo possuimos
uma prova efetiva de A, ou possuimos uma prova de A e a convertemos em uma prova
de B. Dessa forma, a regra para A — B T bifurca em A F e B T, assim como a regra
cléssica [Fitting 1999].

(A—B) T
/ N\
AF BT

A= S BD'= 7 %7
I, A— B,D" =

O caso da implicacdo negada € um pouco mais complicado. Suponha uma ocor-
réncia de (A — B) F em uma drvore de deriva¢do. Seguindo a defini¢do de Heyting,
sabemos que, uma vez que a férmula € falsa, ndo possuimos um método para converter
provas de A em provas de B, mas isso ndo diz nada sobre a existéncia ou ndo de uma prova
para A. A falsidade da implicacdo nos diz apenas que existe um estado de coisas, ndo ne-
cessariamente atual, em que possuimos uma prova de A e nao possuimos uma prova de
B. Podemos perceber aqui a introdug¢do de um aspecto temporal na implica¢ao, podemos



inferir, a partir da falsidade de (A — B), que no futuro haverd uma situagdo em que
somos capazes de construir uma prova para A sem construir uma prova para B. Devemos
nos perguntar agora o que acontece com as hipéteses que ocorrem acima de (A — B) F
quando damos esse "salto" para o futuro. As hipdteses com rétulos T devem continuar
disponiveis, pois uma vez que uma férmula é demonstrada, ela continua demonstrada para
sempre. As hipéteses F, por sua vez, devem ser descartadas (na terminologia que estamos
empregando a férmula deve ser utilizada e sinalizada com +/), pois o fato de uma férmula
A ndo possuir uma prova no momento atual ndo garante que ndo teremos uma prova de A
no futuro.

(A—-B) F

AT

I A B = = B F
I'(A—-B )l =
Negacao: As regras para negagao sao um caso particular da implicacdo. Dado que
A" é definido como A — L, a regra AT replica a regra de —o-T, bifurcandoem A F e
1 T. Porém, o ramo gerado com _L T deve ser excluido, pois o L sempre é falso. A regra

para 1R, por sua vez, replica a regra para —o-F. Obtemos A T e todas as férmulas acima
com rotulos F sdo descartadas (utilizadas).
AtT AT F
A= , AF T=A" , AT
= A NA=

Bang: As regras para operador bang também s@o bem simples. No caso de uma ocorrén-
cia de uma férmula !A T, podemos utilizar a férmula A quantas vezes forem necessario,
inclusive nenhuma vez como no caso do weakening com o bang, contornando a restri¢ao
linear sobre a utiliza¢do das férmulas. No caso de !A acompanhado do rétulo F, apenas
eliminamos o operador modal e mantemos o rétulo e gerando uma "barreira modal"que s
pode ser ultrapassada por formulas exponenciais. A introducdo da barreira corresponde
as restri¢coes da regra de Cs em que as férmulas do contexto devem estar acompanhadas
de outras féormulas com exponenciais [R. Meyer and Belnap 1995]. O caso da regra para
contracdo do Bang nos permite recuperar a contracio, gerando duas copias da férmula a
qual a regra de contracao foi aplicada.

LAD = AT T,D'= _ ury

I A, D" = AT 14 Dt = m
IAT
T, A = IAF T IAIA= D T
T 1AL = Tt T A= D T OIAT
o AF ’ IAT

4. Exemplos de Arvores

Apresentemos agora dois exemplos de arvores do nosso sistema. A arvore da esquerda é
uma drvore aberta para a férmula (A ® A) —!AF. Comecamos aplicando a regra —o-
F, utilizando (1) e gerando (2) e (3). Entdo aplicamos a regra para ®-T, utilizando (2) e



gerando (4) e (5). Em seguida aplicamos a regra para o !-F, gerando (6) e adicionando uma
barreira entre (5) e (6). Como podemos ver, a drvore € aberta, pois a barreira ndo permite
que o ramo seja fechado com (4) ou (5) e (6). A 4rvore da direita é uma arvore fechada
para (!A®!A) —o!A F. Comeg¢amos aplicando a regra —o-F, utilizando (1) e gerando (2)
e (3). Em seguida aplicamos a regra para ®-T, utilizando (2) e gerando (4) e (5). Entao
aplicamos a regra !-F, gerando uma barreira e o nés (6). Usamos (4) para ultrapassar
a barreira e gerar (7), fechando o ramo. A arvore € fechada, pois o nés (5) € utilizado
vacuamente.

(1)(1A®!A) —olA/ F

(2)(1A®IA) YT

(1N(A®A) <lAVF (B)AVF

(2)A®AYT (ANAYT

(BNAVF (G)NAYT

(A T o

(5)A T (6)A Y F

——————- (NAYT
(6)A F 1

5. Corretude e Completude

Os teoremas de corretude e completude funcionam como certificados de qualidade para os
sistemas dedutivos. Enquanto o teorema de corretude garante que as derivagdes possuem
um bom comportamento semantico ao demonstrar que o sistema dedutivo gera provas
apenas para féormulas validas, o teorema de completude, por sua vez, garante que todas as
formulas validas possuem um prova dentro do sistema dedutivo.

Usualmente, o teorema de corretude (H A = F A) € demonstrado por inducio
no comprimento da derivacdo, enquanto o teorema de completude (F A = - A) é ti-
picamente * demonstrado pela estratégia de Henkin. Neste artigo, porém, iremos adotar
uma estratégia de prova indireta. Nesta estratégia, iremos apresentar uma traducdo entre
derivacdes de tableaux e calculo de sequentes, aproveitando as provas de corretude e com-
pletude apresentada por [Okada 1998] para um cdlculo de sequentes para L. Portanto,
a corretude e completude do nosso tableau € relativa a corretude e completude do cdlculo
do sequentes adaptado de Okada.

2. . L. .
Existem outras formas de provar diretamente a corretude, como a estratégia de Beth ou a de Kalmar.



Teorema 1 (Completude): Se existe uma prova para o sequente I' = D, entdo
existe pelo menos uma arvore de deducgdo para I' T e D F que € fechada.

Prova por indu¢do no comprimento da derivagdo. Devemos definir uma fungdo de
tradugdo f,[7] capaz de transformar as derivagdes de Cs em érvores de Tx. A fungdo é
definida pela anélise de cada operador. Segue abaixo um caso como exemplo, os outros
casos funcionam de maneira anéloga3:

Caso I: Bang a direita
Tome a seguinte derivacdo em Cs:
M
T, At =
T 1A =
Pela Hipétese Indutiva obtemos a seguinte derivagao em Tx com todos os ramos fechados:

T T

.y oL S . . .
Basta agora adicionar um novo nés ! A~ ao topo da derivagdo e incluir a "barreira”" acima
da férmula negada. Obtemos a seguinte derivagdo correspondente a derivagido em Cs:

A F

Teorema 2 (Corretude): Se temos uma arvore fechada para I' T e D F, entdo
existe uma prova para o sequente [' = D em Cs.

Prova por inducdo no comprimento da derivagdo. Devemos definir uma funcao
de traducdo f,[7] capaz de transformar as drvores de Tx em provas de Cs. A fungio
¢ definida pela andlise de cada operador. Segue abaixo um exemplo, 0s outros casos
funcionam de maneira andloga e serdo apresentados na versdao completa do artigo:

A prova completa pode ser encontrada em https://www.maxwell.vrac.puc-rio.br/58715/58715.PDF



Caso I: Negacao do bang

Suponha a seguinte arvore fechada:
1A F

Pela hipétese indutiva obtemos:
™
T =A
Basta aplicar a regra para negac¢do do bang e obtemos:
T
T=A
T =4

6. Conclusao

Neste artigo apresentamos um Tx correto e completo para a Ldgica Linear intuicio-
nista. O sistema apresentado corresponde a versdo intuicionista do Tx para L;. de
[R. Meyer and Belnap 1995]. O Tx apresentado possui duas principais vantagens em
relacdo a outros Tx encontrados na literatura (e.g. [Mantel and Otten 1999]), nominal-
mente: i) possui regras para os operadores aditivos; ii) o sistema apresentado neste artigo
¢ estritamente mais simples, uma vez que usa apenas rétulos de Fitting no lugar de nocdes
algébricas mais complexas.
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