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Abstract. QL- and D-implications are usually generated by strong negations
together with t-norms and t-conorms, which are restrictive, as they demand pro-
perties such as associativity and the neutral element. In order to simplify and
provide more flexibility in the conditions defining constructive methods to gene-
rate such implications, we consider dual aggregations as overlap and grouping
functions. Some examples illustrate the proposal methods.

Resumo. Asimplicacées de QL e D sdo geralmente geradas por negagoes fortes
e t-normas e t-conormas, agregadores que exigem propriedades como associa-
tividade e elemento neutro. A fim de simplificar e dar mais flexibilidade nas
condigoes que definem os métodos construtivos para gerar tais implicacoes,
consideramos a negag¢do fuzzy mdxima e as construg¢oes duais de funcées over-
lap e grouping. Alguns exemplos ilustram os métodos propostos.

1. Introducao

No ambito da l6gica fuzzy, fun¢des de implicagdao s@o um elemento importante de
sua constitui¢do. Definir e utilizar funcdes de implica¢do que consigam representar dife-
rentes cendrios em sistemas de inferéncia fuzzy € um desafio ainda em aberto, existindo
diferentes classes de implicagdes representaveis. Dentre elas, destacam-se as classes QL-
e D-implicacdes [Dimuro et al. 2019]. O objetivo desse artigo é explorar métodos cons-
trutivos de gerar implicacdes via conceitos de fungdes overlap e grouping, focando nas
QL- e D-implicagdes, com vistas a simplificar e aportar mais flexibilidade a sua estrutura.

Este artigo apresenta na Secao 2 o conceito de negagao e exemplos. Na Secdo 3,
estudam-se fungdes de agregacdo. E, na sequéncia descrevem-se as QL- e D-implicagdes,
bem como os métodos de construir tais conectivos a partir de negacdes, funcdes grouping
e overlap. Ao final, tem-se a conclusao e descri¢do da continuidade da pesquisa.

2. Negacao fuzzy

Defini¢ao 1. Uma funcdo N: [0,1] — [0, 1] é uma negacdo fuzzy se: N1 é decrescente,

ie, N(x) < N(y),Vy < x, e N2 satisfaz N(0) = 1 e N(1) = 0 (condigdes de fronteira).
E ainda, N ¢ forte se é involutiva (N(N(x)) = z,Vx € [0, 1]), como a negacdo

padrio Ng(x) = 1 — x. Mas, um contra-exemplo para a involucdo é a negagdo maxima:

0,se x = 0;

N+ (z) = { (1)

1, caso contrario.



Sejam F': [0,1]" — [0, 1] e a negacdo forte N: [0, 1] — [0,1]. A fung¢do N-dual
de F, indicada por F : [0, 1]" — [0, 1], é definida pela expressio:

FN(zy,29,...,2,) = N(F(N(x1), N(22),...,N(x,))). )

3. Funcoes de Agregacoes

Na Teoria dos Conjuntos, um operador de agregagdo caracteriza-se por agregar
uma tupla de objetos que pertencam a um determinado conjunto, em um Unico ob-
jeto desse mesmo conjunto. No contexto da Logica Fuzzy, os n valores em cada tupla
sdo ndmeros reais valorados em [0, 1]. Frequentemente, deve-se impor condigdes so-
bre uma fungdo de agregacdo A, compativeis com as aplicagcdes na drea. Recentemente,
[Mesiar and Komornikova 1997] propuseram propriedades para operadores de agregacao.

Um operador de agregacdo é uma funcgdo A : [0, 1]" — [0, 1], que satisfaz:

Al A(x) = z,Vz € [0, 1] (Identidade);
A2 A(0,0,...,0)=0e A(1,1,...,1) =1 (Condigf)es de Contorno);
A3 Ay, .. ) <Ay, ..., 20) se x; < af, Va,;, 25€[0,1],i€N,,. (Crescente).

Por A1, se A tem aridade-1, entdo coincide com a funcdo identidade. Nas
condicdes de contorno, atenta-se para o comportamento do agregador no pior € no me-
lhor caso. Em A2 parece ser fundamental na definicdo de operadores de agregacdo. Em
[Mayor and Trillas 1986] foi proposta uma extensdo para essa condicao bésica, apresen-
tando condi¢des fundamentais para um operador de agregacgao:

A(x,0) = A(1,0) -z, e A(x,1) = (1 — A(1,0)) - + A(1,0),Vz € [0,1].

Seguem outras propriedades para agregacoes fuzzy [Grabisch et al. 2011].
Ad A(A(xq,x9),23) = A(xq, Ao, 23)), Va1, 22, 23 € [0, 1] (Associatividade).
A5 A(zy, ... o) < A2, ... o)) sex; > xf, Vi € Ny, z; € [0, 1] (Decrescente).
A6 Seja N, ={1,2,...,n}eo: N, — N, uma o-permutacdo, entao:

A(To(1), To@2), - - > Tam)) = A1, 22, ..., 2,), Va; € [0, 1],7 € N, (Simetria).

A7 Je € [0,1]: A(z1, ..., @it €, Tiq1, o, Tn) = ATy, o0 T 1, Tig1, -, T ), VI €
[0,1],7 € N,, (e-Neutralidade).

A8 Seja {x1;}ien € uma sequéncia convergente, entio

lim A(xy, xa, ..., 2,)=A(lm xy;, 29, ...7,),Vz; € [0,1],7 € N,(Continuidade).

n—oo n—oo
A9 A( (ZEhZL’Q), (ZE3,ZE4)) (A(Il,xg) A($2,$4)), \V/ZEZ S [0, 1],i€N4 (Bissimetria).
A10 Ja € [0,1]: A(zy,.. L Zy) = a,Vx; € [0,1],7 € N,, (a-Absorvéncia).
All 3z € [0,1]: A(:c,x, ) = x (Idempoténcia).

Al12 min? ,(x;) < A(xl,xQ, ey Tp) <max}_, (x;), Va; € [0,1],7 € N,, (Compensacio).
A13 Alaxy,...,zn)=...=A(xq,...,ax,), a€0,1], z;€[0, 1], i€N,, (a-Migrativa).



3.1. Normas e Conormas Triangulares

A seguir, seguem conceitos, propriedades e exemplos de (co)normas triangula-
res [Klement and Navara 1999].
Definicao 2. Uma norma triangular (t-norma) é uma fungdo T: [0,1]" — [0, 1], mo-
notbnica, associativa, simétrica e tem elemento 1-neutro.
Definicdo 3. Uma conorma triangular (t-conorma) é uma funcdao S: [0,1]" — [0, 1],
monotonica, associativa, simétrica e tem elemento 0-neutro.

Exemplo 1. Seguem exemplos de t-normas e t-conormas duais.

As funcoes Tyr, Syr: 0,112 — [0, 1], Tar(z,y) = min(z, y) e Ty (x,y) = max(x,y) sdo
denominadas t-norma do minimo e t-conorma do mdximo, respectivamente.

As fungées Tp, Sp: [0,1)> — [0, 1], dadas por Tp(x,y) = v.y e Sp(z,y) = +y — xy
sdo denominadas t-norma do produto e t-norma da soma algébrica, respectivamente.

As fungées Tr, Sp: [0,1]? — [0, 1), dadas por Ty (x,y) = max(x +y — 1,0) e
Sp(x,y) = min(x + y, 1) sdo denominadas t-norma e t-conorma de Lukasiewicz,
respectivamente.

3.2. Funcoes Overlap

Considera-se a generalizacdo de fungdes overlap bindrias [Bedregal et al. 2013]

e [Bustince et al. 2010], para o contexto n-dimencional.
Definicao 4. [Gomez et al. 2016, Def 3.1] Uma funcdo overlap n-dimensional
O: [0,1]" — |0, 1] satisfaz, além das propriedades A3, A6 e AT, as seguintes condigdes:

(A14) O(zy,...,z,) = 0 se, e somente se [ [, x; = 0;
(A15) O(xz1,...,z,) = 1 se, e somente se [ [ x; = 1;

Observe que na Defini¢do 4, uma fungéo overlap O: [0, 1]" — [0, 1] satisfaz A14,
e de forma equivale, satisfaz a propriedade A10 para 0-absorvéncia. Ou seja, a funcdo

overlap O tem 0 como elemento absorvente. E, a seguir, fun¢des 0-overlap e 1-overlap
sdo também estendidas para o cont]exto n-dimensional.

A Tabela 1 reporta da literatura, uma listagem das expressdoes de fungdes
O: [0,1]" — [0, 1], e sua classe dentro dos operadores overlap.
Definicdo 5. Considere uma fungdo O: [0,1]" — [0, 1] que verifica todas as condigées
da Definicdo 4, exceto a A14, a qual substituida por:

(A14’) O(xy,...,x,) =0se[[_, 2 =0;
entdo, tem-se que O ¢ uma fungdo 0O-overlap n-dimensional. Ainda, se a funcdo

O: [0,1]™ — [0, 1] verifica todas as condi¢des da Def. 4, exceto A15, a qual é subs-
tituida pela seguinte expressdo:

(A15°) O(zy,...,x,) =1se [,z =1,
entdo, tem-se que O é uma fung¢do 1-overlap n-dimensional.

Ao ampliar e combinar os conceitos de fun¢des 0-overlap e 1-overlap, o conceito
de fungdes overlap geral € definido como segue:
Definicao 6. [Miguel et al. 2019] Uma funcdo Og: [0,1]" — [0, 1] que, além das pro-
priedades A3, A6 e AT, também satisfaz as condi¢oes A14’ e A15', é denominada uma
Juncgao geral-overlap (g-overlap).



Tabela 1. Fun¢oes Overlap n-dimensionais

Expressoes Analiticas Tipo
_ [T @i
OEP(xl,...,LUn) = m Overlap
Omnr (z1, ..., 2p) = min (z1,...,2,) max (x%, . ,m%) overlap
Os(x1,...,xy) =sin Z([[;; )P,p > 0 overlap
Om(21, ..., 2y) = minj<;j<p 2, p >0 overlap
Ocm (z1,...,2n) =12t p>0 overlap
n
—2 sex; >0
Opm (T1,...,2,) = i tote, ’ overlap
0, caso contrario.
Or, (z1,...,zy) = max((Xz;) — (n —1),0) 0-overlap
[0, xi, se [[y 2 < +
Ov (T1,...,2n) = [Tz @ H’_l ten 1-overlap
1, caso contrario.
nOp(x1,...,x,), se Op(z1,...,2,) < +
Oc (z1,...,2p) = L@ Tn), (@ Tn) < g-overlap

1, caso contrério.

Vale ressaltar a diferenca entre a classe de fun¢des overlap n-dimensionais e a
classe de funcdes geral-overlap. Sendo que a primeira tem condi¢des de contorno sufi-
cientes e necessarias (A14 e A15), enquanto a Ultima tem apenas condi¢des suficientes
(A14’ e A15’). Isso significa que a classe de fungdes g-overlap pode resultar em 0 para
alguns vetores (1, ..., x,,), tais que x; # 0, Vi € N,,. Da mesma forma, pode resultar em
1 para os vetores (x1, ..., x, ), tais que z; # 1, para algum 7 € N,,. Matematicamente, isso
significa que a classe de funcdes g-overlap pode ter divisores zero e divisores de um.

Como consequéncia imediata da Defini¢do 6, segue a proposiao:

Proposicao 1. Seja O: [0, 1]" — [0, 1] uma fungdo overlap n-dimensional, 0-overlap ou
1-overlap, entdo O também é uma fungdo geral-overlap.

Proposicao 2. A funcdo G: [0,1]" — [0, 1] é uma funcdo geral-overlap se e somente
se, pode ser definida pela expressdo: G(z1,...,x,) = f(m’”f ;?HQZS;)%
f:10,1]™ — [0, 1] € uma fungdo crescente (A3) e g: [0,1] — [0, 1] é uma fungdo decres-
cente (A5) e, ambas além de verificar as propriedades A4, A8 também satisfazem as
seguintes condicoes:

Al14” Se [, z; =0entdo f (x1,...,2,) =0;

A15” Se [, z; = lentdo g (x1,...,x,) =1;

A16 f(z1,...,2,) +g(x1,...,2,) #0.

Remark 1. [Paiva et al. 2021] Dadas duas fun¢des Overlap Oq,05: [0,1]" — [0, 1],

podemos construir exemplos interessantes de fungcoes overlap, a partir de operados de
mdximo, minimo e somas conexas, COmo.

y sempre que

1. (O1 NOg)(xy, ..., z) = min(Oy(xq,...,2,),0a(x1, ..., 2,));
2. (Ol \ 02)(x17 s ,l’n) = maX(Ol(xly . 'xn)’ 02(1.17 s ,l’n))7
3. Osc(z,y) = wO (a1, ..., x,) + (1 —w)Oq(x1, ..., x,), Yw € [0,1].



3.3. Funcoes Grouping

Nesta sessdo, focamos no conceito de fun¢des grouping, como complemento na-
tural de fung¢des overlap, apresentado por [Bustince et al. 2012, Miguel et al. 2019].
Definicao 7. [Gomez et al. 2016] Uma fungdo G [0,1]" — [0, 1] € uma fungdo grouping
n-dimensional se verifica A3, A6 e A8 e as seguintes condicoes:

A17 G(zy,...,2,) = 0 se, e somente se, x; = 0, Vi € N,,;

A18 G(zy,...,x,) = 1 se, e somente se, Fi € N, tal que x; = 1.

Definicaio 8. [Dimuro et al. 2019, Def 9] Uma fungdo G,: [0,1]" — [0, 1] € uma fungdo
geral-grouping (indicada por G ) se verifica A3, A6 e A8 e as seguintes condigoes:
Al17 O (xq,...,2,) =0sed . 2, =0;

A1 G(xy,...,x,) = 1seJi € N, tal que x; = 1.
Exemplo 2. Na Tabela 2, veja as fungoes grouping, como construgcoes Ng-duais referen-
tes as fungoes overlaping n-dimensionais da Tabela 1.

Tabela 2. Fungoes grouping n-dimensionais

Expressoes Analiticas Tipo
T (1—z; .
Gep(z1,...,2) =1— % grouping
Gmm (21,...,2p) =1—min(1 —z1,...,1 = z,) max (1 — z1)?,...,(1 —2,)?) grouping
Gs(x1,...,2n) =1 —sin J([[;=; (1 — 23))P,p >0 grouping
Go(xy,...,xy) = minj<j<, (1 —x;)P,p >0 grouping
Gom (71, zn) = [[-,(1 —2)F,p>0 grouping
1———2—F sex; <1,
Gun (z1,...,2p) = 1—wi+“‘+1'—1n grouping
1, caso contrario.
Gr (z1,...,zy) = max((1 — X, x;),0) 1-grouping
n g se [0 o < o=l

GU (331) . fl:n) — {Hzl Ly, Hzfl Ti > n O—grouping

0, caso contrério.

G yeeesXp),5e G Y <”2_1,

G (71, ., mp) = {” o %) Lo ) =55 g-grouping

0, caso contrério.

Proposicao 3. [Dimuro et al. 2019, Prop 1] Seja G: [0,1]" — [0, 1] uma fun¢do grou-
ping n-dimensional, entdo F' também é uma funcdo geral-grouping.

4. Implicacoes Fuzzy

Na sequéncia, estudamos as propriedades de implicagdes fuzzy, considerando duas
classes de implicagdes representaveis: QL-implicacdes e D-implicagdes.

Defini¢do 9. [Fodor 1995] Uma implicacdo fuzzy I: [0,1]> — [0,1] verifica as
condicoes:

Il Sex < zentdo I(z,y) >
12 Sey < zentdo I(x,y) <
B I(1,1)=1;
14 1(0,0)=1;

(z,y) (antitonicidade no primeiro argumento);
(x, )] (isotonicidade no segundo argumento);



15 I(1,0)=0;
Pela Defini¢do 9, uma implicagdo fuzzy I: [0,1]*> — [0, 1] satisfaz as condigdes:

I6 I(z,1)=1,Vz € [0,1]; (dominancia da verdade do consequente);
I7 1(0,y) =1,Vy € [0, 1] (domindncia da falsidade do antecedente).

E, neste contexto, também satisfaz a seguinte condi¢ao:
I8 7(0,1) =1 (condi¢do de normalidade).

Logo, uma implicacdo fuzzy estende a implicagdo cldssica. E, tem-se condigdes extras:

19 I(l,y)=y,Vy€el0,1
19’ (a)SyVyG[l
110 I(z,y) = I(N(y), N(

9

| (principio da neutralidade);
)
x)), Yz, y € [0, 1] (simetria contrapositiva).

4.1. QL-implicacoes e D-implicacoes

Esta secdo reporta as defini¢des e principais propriedades de QL-implicagdes e
D-implicacdes [Baczynski and Jayaram 2010].
Definicao 10. Uma fungéo Isnr: [0,1)> — [0, 1] é uma QL-implicagdo se existir uma t-
conorma S: [0,1]2 — [0, 1], uma de negagdo fuzzy forte N : [0, 1] — [0, 1] e uma t-norma
T:10,1]* — [0,1], tais que

[S,N7T(x>y) = S(N(:B),T(x,y)),Vx,y, z € [07 1] (3)

Definiciio 11. Uma fungdo Isr y: [0,1]* — [0, 1] é uma D-implicagdo, sempre que exis-
tir uma t-conorma S: [0,1)> — [0, 1], uma t-norma T': [0,1]*> — [0,1] e, uma negagdo
fuzzy forte N : [0,1] — [0, 1], tais que:

[S,T,N<x> y) = S(T(N(LE), N(y))a y)> vxa Y,z € [07 1] (4)

QL-implicadores Is n 7 € D-implicadores Is 1 n estdo relacionados pela simetria
contrapositiva (A10) com respeito a negacao forte NV, ou seja:

Istn(N(y), N(x)) = Isnr(z,y) e Isnr(N(y), N(x)) = Isrn (2, y).

4.2. Implicacoes Explicitamente Definidas por Func¢oes Overlap e Grouping

A seguir, estendemos resultados apresentados em [Shi et al. 2008, Prop. 3.1].
Proposi¢io 4. Seja N: [0,1] — [0, 1] uma negagdo fuzzy, considere O: [0,1]* — [0, 1]
uma fungdo overlap bivariante, verificando a condicdo

A10G) O(1,y) <y, Vy €[0,1];

e, dada G: [0,1)* — |0, 1] uma funcdo grouping bivariante, verificando a condi¢do
A10Gi) G(0,y) <y, Yy € [0,1].

Entdo, o operador Ig no: [0, 1]> — [0, 1] definido pela expressao

[G,N,O<x7y> = G(N(I), O(x,y)),V:z:,y € [07 1]7 (5)

verifica as propriedades 12 — 15 e ainda, 17, I8 e 19'.



Prova. Se N é uma negacado fuzzy, O uma fungdo overlap verificando A10(i) e G uma
fungdo grouping verificando A10(ii), tem-se entdo os seguintes resultados:

12 Sey <y, lano(r,y) = GIN(x),0(z,y)) < G(N(z), O(z,y)) = le.no(z,y)-

I3 Iono(1,1) =G(N(1),0(1,1)) = G(0,0(1,1)) = G(0,1) = 1;

I4 15 0(0,0) = G(N(0),0(0,0)) = G(1,0(0,0)) = G(1,0) = 1;

I5 Ic no(1,0) = G(N(1),0(1,0)) = G(0,0(1,0)) = G(0,0) = 0;

17 IG,N,O(Oa y) - G(N(O)v 0(07 y)) - G(17 0) =1

I8 Icno(0,1) = G(N(0),0(0,1)) = G(1,1) =1,

19’ Igno(l,y) = G(N(1),0(1,y)) < G(0,y) <y, por A10(i) e A10(ii).
Proposicao 5. Sejam N: [0,1] — [0,1] uma negacdo fuzzy, O: [0,1)> — [0, 1] uma
funcdo overlap e G: [0,11> — [0,1] uma funcdo grouping verificando a condi¢do

A10(ii). Entdo, o operador I o n : [0,1]* — [0, 1] definido por
laon(z,y) = GIO(N(z), N(y)),y),Yz,y € [0,1], (6)
é uma D-Implicacdo que verifica as propriedades 11, 13 — 16 e ainda, 18 e 19'.

Prova. Se N é uma negacado fuzzy, O uma fungdo overlap verificando A10(i) e G uma
fungdo grouping verificando A10(ii). Tem-se entdo os seguintes resultados:

I3 Igon(1,1) =G(O(N(1),N(1)),1) = G(O(0,0),1) = G(0,1) = 1;
I4 I;0n(0,0) = G(O(N(0),N(0)),0) = G(O(1,1),0) = G(1,0) = 1;
IS5 Igon(1,0) = G(O(N(1),N(0)),0) = G(O(0.1),0) = G(0,0) = 0;
16 Icon(z,1) =G(O(N(z),N(1)),1) = G(O(N(x),0),1) = G(0,1) = 1,
I8 I 0on(0,1) = G(O(N(0),N(1)),1) = G(O(1,0),1) = G(0,1) = 1;

19’ Igon(L,y)=G(O(N(1),N(y)),y)=G(O(0,N(y)),y)=G(0,y) <y, por A10(ii).

As fungdes overlap e grouping bivariantes, na Tabela 3, ilustram os resultados das
Proposi¢oes 4 e 5, consideram-se os operadores I y.0 € I¢,0,n explicitamente definidas
considerando a funcao negacdo N+ dada na Eq.(1).

Tabela 3. Construcoes N+-duais de pares grouping e overlap bivariantes

Funcdes Grouping Funcdes Overlaping
GY ()= L(1—(1—2)2(1-y)?), se =, y€[0, %};Ov(l_ y)= (1422 —1)%(2y —1)2, se z, y€[0, 0.5]
2 max{z,y}, caso contrério. 2\ min{z, y}, caso contrdrio.

TRY_2TY  ge g 4oy £ 2

2zy . .
- +y#0;
GDB(JU, y):{ 2—(z+y) sexr +vy 7&

ODB('T7 y) = { ety

0, sex +y=2. 0 caso contrario.

Gy (@,y) = 1 — min{yT =z, VT =3} O,y (2,y) = min{V/z, /)

5. Conclusao

Neste artigo estudamos a aplicagdo de fungdes de overlap e grouping para
construcdo de QL- e D-implicagdes. A proposta recupera as caracteristicas destas funcdes
propondo um modelo construtivo para a geracdo de implicagdes fuzzy. Exemplos de clas-
ses sdo apresentados de forma a validar os métodos. O artigo estd estruturado em secoes,
as quais apresentam inicialmente as defini¢des tedricas do trabalho, seguido da proposta
e, finalmente, apresenta exemplos de aplicagdo da metodologia estudada.



Tabela 4. Implicacoes geradas por funcoes grouping G e overlap O

Fungdes Ic N0 Fungdes Ig 0,n
1 (1+(2y—1)2), se z=1e y>0.5; y, se x=1e y>0.5;
Iy npoy (x,y)= %(k(ky)?) sse x=1ey<0.5; Iy oy ny(,9)=1 5 (1-(1-y)?), se z=1e y<0.5;
1, caso contrario. 1, caso contrério.
—_1. L sex = 1;
IGpp.Nr.005 (2, y):{il: (S:Zsf) corl1t’rério. laps,005,3: () y):{lz,cl/z{so contrér,io.
1—/1-y,sex=1; 1—v/1—y,sex=1;

1 T,y)= . 1 T,Y)= .
Gm%,NT,Om%( ) 1, caso contrério. Gm%vOm%’NT( Y) 1, caso contrario.
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