Conectivo Fuzzy XOR E - Interpretacéoes Quantum-Fuzzy

uli uss', Bru V. , i , Gi u , r vila',
Juliano Buss', Bruna Novack', Helida Santos?, Giancarlo Lucca®, Anderson Avila'
Adenauer Yamin', Anderson Cruz', Renata Reiser!

'L UPS - Universidade Federal de Pelotas (UFPEL), Pelotas-RS, Brasil
{bcdnovack, jsbuss, reiser, abdavila, adenauer}@inf.ufpel.edu.br
2C3 - Universidade Federal do Rio Grande (FURG), Rio Grande-RS, Brasil
helida@furg.br
3PGEEC — Universidade Catélica de Pelotas (UCPEL), Pelotas-RS, Brasil
giancarlo.lucca@ucpel.edu.br

4IMD - Universidade Federal do Rio Grande do Norte(UFRN), Natal-RN, Brasil

anderson@imd.ufrn.br

Abstract. This article presents the modeling of Fuzzy Logic connectives using
Quantum Computing, analyzing the XOR gate, which uses both AND and OR
connectors for its construction, and presenting the evolution of the states in its
modeling.

Resumo. Este artigo apresenta a modelagem de conectivos da Logica Fuzzy
utilizando a Computacdo Quantica, analisando a porta XOR, que se utiliza de
ambos conectivos AND e OR para a sua construgdo, e apresentando a evolugdo
dos estados na sua modelagem.

1. Introducao

Tanto a Computagdo Quantica (CQ) quanto a Loégica Fuzzy (LF) oferecem
6timos beneficios para desenvolvimento da pesquisa e de tecnologias computacionais,
podendo ser uma Otima abordagem para solucionar problemas mais complexos da
computacdo cldssica. Ambas as dreas modelam incertezas de formas distintas. De
um lado, a CQ utiliza fundamentos e leis da Mecanica Quantica para modelar a incer-
teza do mundo real microscépico. Por sua vez, a LF expressa incerteza na expressao
do raciocinio humano, modelando matematicamente a imprecisdo através de varidveis
linguisticas (caracteristicas/atributos) e da Teoria dos Conjuntos Fuzzy. Trabalhos como
[de Avila et al. 2023] promovem ambientes de simulacdo hibrida para o paralelismo e
emaranhamento quantico via arquiteturas distribuidas e multiprocessadas da computagao
classica. Neste contexto, este trabalho promove a interpretacdo de algoritmos flexiveis
via operadores quanticos, considerando a integracdo de conceitos da CQ e LF.

A potencialidade de aplicagdes que consideram a modelagem via operador XOR
mostra a relevancia deste estudo. Aplicacdes cientificas e tecnoldgicas em diversas areas
como na otimizacao de algoritmos [Aslan et al. 2019], e em problemas de decisdo em bi-
omedicina [Hocine et al. 2023] motivam a modelagem da porta XOR no desenvolvimento
deste trabalho. Esta porta tem sido fundamental na integracao de novas abordagens para



circuitos reversiveis, envolvendo métodos de minimizagdo e projecao de circuitos inte-
grados, que atentam para o incremento de dispositivos eletronicos e o advento das novas
tecnologias de fabricacdo, como quantum-dot cellular automata e tunneling phase lo-
gic [Haaswijk et al. 2017]. Estruturas que generalizam a 16gica para o AND-XOR, como
a CMOS XOR [Aljafar et al. 2018], requerem menos termos do que a tradicional estrutura
AND-OR quanto ao uso de arquiteturas de testes simplificadas.

O advento da CQ promove uso de circuitos quanticos, implementando portas XOR
controladas com sobreposicao de estados [Wille et al. 2016]. A literatura recente também
apresenta métodos que utilizam o XOR em algoritmos genéticos [Mangal and Singh | e
para solugdo e tomada de decisdo [Liu et al. 2023]. Cada implementacdo deste operador,
por meio de circuitos quanticos, permite uma futura aplicagdo da CQ que necessite seu
uso.

Neste trabalho, busca-se estender o estudo do conectivo fuzzy XOR, considerando
a abordagem hibrida para algoritmos quantum-fuzzy, provendo interpretacdes de conec-
tivos da LF via operadores da CQ. Em particular, dentre as varias definicdes de operado-
res fuzzy X(N)OR [Bedregal et al. 2013], € considerada a extensdo fuzzy da abordagem
classica do XOR definida pela expressdo: z @ y = ((z V y) A =(z A y)).

Na sequéncia, a Secdo 2 discute os conceitos essenciais para compreender este
trabalho, além de uma breve discussdo acerca dos circuitos quanticos e transformagdes
quanticas. A modelagem dos Conjuntos Fuzzy (CFs) quénticos € apresentada na Secdo 3
e a interpretacdo do operador XOR no modelo de circuito quantico encontra-se na Se¢ao
4. Na Secdo 5, tem-se as consideragdes finais.

2. Preliminares

2.1. Légica Fuzzy

A teoria de conjuntos classica define as relacdes de pertinéncia de modo rigido,
um elemento pertence ou ndao a um dado conjunto. Enquanto que a teoria de conjuntos
fuzzy é uma extensdo da teoria cléssica, pois através de uma fun¢do de pertinéncia, é
possivel que um elemento pertenga parcialmente a um conjunto. Considerando um CF
A, em um universo de discurso ndo vazio, com um grau de pertinéncia representado por
fa(x), 0 < fa(x) < 1. Assim, um CF A, em um universo x # (), é dado pela expressao:
A = {(x, fa(x)) : x € x} [Benini and Jr Meneguette 2009].

Uma t-(co)norma € uma fungio 7(S): [0, 1]*> — [0, 1] que € comutativa, associa-
tiva, crescente e satisfaz, respectivamente, 7'(z, 1) = z e S(z,0) = z, Vx € [0,1]. Vejaa
Tabela 1 ilustrando a classe de t-(co)normas.

Tabela 1. Exemplificando (Co)Normas Triangulares.

Expressoes T(x,y) S(x,y)

Godel Te(z,y) = min(z, y); Sa(z,y) = max(z,y)
Lukasiewicz Tr(x,y) = max(x +y —1,0); | Sp(x,y) = min(x + y,1);
Produto algébrico Tp(z,y) = -y. Splz,y)=z+y—z-y.

Uma negacao fuzzy é uma fungdo N: [0, 1] — [0, 1] que satisfaz:

(NI) N(0) =1e N(1) = 0;e(N2)Monotonica: Se x < y entdo N(x) > N(y), Va,y € [0, 1].



Se a negacdo fuzzy satisfaz a propriedade de involutividade: (N3) N(N(x)) =
x,Vx € |0, 1], entdo ela é dita negagdo forte como, por exemplo, a negagdo padrio defi-
nida por Ng(x) =1 — x.

O conectivo fuzzy (XOR) E: [0,1]> — [0,1] e sua construgdo dual, o
conectivo fuzzy (X(N)OR) D: [0,1]> — [0,1] s3o definidos pelas propriedades:

El: E(1,1) = E(0,0) = 0 e E(1,0) = 1; DI: D(1,1) = D(0,0)=1 e D(0, 1)=0;
E2: E(z,y) = E(y, 2); D2: D(x,y) = D(y, ):
E3: Se z < yentdo E(0,z) < E(0,y); D3: Se = < y entdo D(0,z) > D(0,y);
Se x < yentdo E(1,z) > E(1,y). Se x < y entdo D(1,z) < D(y, 1).
A operacao complemento de um CF A, é o CF A" = {(x, fa (x)) X € x}, onde
far: x — [0, 1] é dada pela expressdo:
far(x) = Ns(fa(x)) =1 — fa(x),¥x € x. )]

Seja T uma t-norma. A intersec¢io entre dois CFs A e B resultano CF AN B =
{(x, fans(X)): x € x}, e funcdo de pertinéncia fanp: x — [0, 1] é dada por:

fanp(x) = T(fa(x), f5(x)), Vx € x. (2)

Seja S uma t-conorma, a unido entre dois CFs A e B resultano CF AU B =
{(x, faur(X)): x € x}, cuja fungdo de pertinéncia f4up: x — [0, 1] é representada por:

faup(x) = S(fa(x), fB(x)), Vx € x. 3)

As instancias das Eq. (2) e Eq. (3) considerando a t-norma do produto, a soma
algébrica e a negacao padrdo resultam nas expressoes:

Anr, B = {(x, fax) - fp(x)): x € x}; )

AUsp B = {(x, fa(x) + fB(x) — fa(x) - fB(x)): x € x}. o)

Considere a t-conorma S, a t-norma 7 e seja N uma negacdo fuzzy forte.

Em [Bedregal et al. 2013], definem-se trés classes de conectivos fuzzy XOR, represen-

tados por (E), e as construcdes duais correspondentes aos conectivos fuzzy X(N)OR, de-

notadas por (D). As fun¢des modeladas neste artigo sdo definida por Er g n,Drsn :
[0, 1] — [0, 1] dadas, respectivamente, pelas expressdes:

ET,S,N(:an) = T(S($,y),N(T(CL‘,y))), (6)

Dsrn(z,y) = N(T(S(N(z),N(y)), N(T(N(x),N(y)))))- )

Utilizando o produto algébrico dado na Tabela 1 para 7" e S, a funcdo
Ersn: [0,1]* — [0,1] é representada pela expressdo:

ErpspNs(2,y) = o+y—ay—ay’ -2y +a’y’. ®)
E a fungdo X (N)ORgrn: [0,1]> — [0, 1], dual da constru¢do da Eq. (8), é dada por:
Dsp,1pNs(2,y) = 1—xz—y+ay+ay® +a’y — oy’ ©)

Sejam (Ez s n,Dgsrn) conectivos Ng-duais, o par satisfaz a seguinte condigdo:
E(z,y) = Ns(D(z,9)), Yz, y, € [0,1].



2.2. Computacao Quantica

O Bit Quantico (qubit) € a unidade basica de informacao na CQ, composto por um
vetor unitario e bidimensional com componentes complexos, genericamente representa-
dos na notagdo de Dirac [Dirac 1939] como [¢)) = a|0) + 5|1). Os coeficientes « e 3
correspondem as amplitudes dos respectivos estados, influenciando na probabilidade do
elemento estar ou nao no conjunto [Cressman et al. 2022]. As transformacdes quanticas,
ou portas quanticas sdo responsaveis pela manipulagdo da informacao contida nos esta-
dos quanticos. Elas podem ser unitdrias, controladas e de medidas. As transformacoes
quanticas representam o ferramental matematico amparado nos postulados da Mecanica
Quantica.

A operacdo de medi¢do é uma operagdo que realiza a leitura de um qubit, obtendo
a informagdo contida nele, onde sé € possivel obter um bit de informacdo do estado de
um qubit, tendo perda da informacao presente nos outros qubits.

O modelo de circuitos quantico (MCQ) sdo notacdes graficas intuitivas que re-
metem aos circuitos cldssicos, e compreendem sincronizagdes € composi¢oes de portas
quanticas unitarias, permitindo modelar qualquer algoritmo quantico. A porta Toffoli (T)
expressa matricialmente na Fig. 1 serd utilizada na interpretacao das operacoes entre CF
apresentados. A porta opera sobre trés qubits, onde os dois primeiros (|¢)) e |p)) in-
dicados na Figura 2 serdo considerados como controle, e o terceiro é o qubit alvo |w),
que sofre alteragdes conforme o valor dos qubits de controle, neste caso trocando suas
amplitudes [Nielsen and Chuang 2011].

1 000000 0\ [« a '
0100000O0]|]|B B V) ——e—
0010000O0]|]|~ ¥ ! |

oo o 1000 O0|]6] |6 X o

To=looo001000|]c| e ‘90>..

0000O0T100O0]|]6 9 !
0000000 1][v o lw) —
000000 T1 0/ \o v '

Figura 1. Expressao Matri-

cial da Porta T. Figura 2. MCQ da Porta T.

A porta NOT, ou Pauli X, remete ao operador ldégico classico Not
[Portugal et al. 2004]. Porém, se o estado estiver em superposi¢do, ndo ha reciproca na
16gica cldssica, pois, aplicando X em um estado |¢) em superposi¢do, é obtido o seguinte
resultado: Entrada: |¢) = «|0)+/5|1); Saida: X|¢) = 5]0)+«|1), onde {a, 5} # {0,1}.

3. Modelagem de Conjuntos Fuzzy Quanticos

Os CFs podem ser obtidos a partir de superposicdes de CFs associados com re-
gistradores quanticos. Interpretacdes das operacdes fuzzy podem ser obtidas através
da composicdo de portas quanticas atuantes sobre a definicdo de registradores fuzzy
quanticos. Considerando as fung¢des de pertinéncia f,g: x — [0, 1] associadas com dois
CFs Ae B,eopar |Sy,) e |S,,) de estados:

1570 = V fa@)1) + V1 = fa(@)[0) e |Sg) =V [B(@)1) + V1= fp()[0). (10)



As seguintes instincias para os estados estados |Sy,) e |Sp,) serdo utilizados para realizar
calculos sobre a amplitude dos estados obtidos durante a sua evolucao:

1540 = 221+ 210y e 155) = 2211+ Loy an

3

3.1. Interpretacao para Complemento de um Conjunto Fuzzy

A operagao de complemento € representada tendo como base a sua representacao
na LF, definida na Eq. (1), utilizando os estados definidos na Eq. (10), onde seu operador
quantico € expresso por [Mannucci 2006]:

NOT(|Sy,)) = /1= fall) + v/ fal0). (12)

A extensdo da operacdo NOT Quantica para multiplos qubits é dada por:

NOTN(IS1,)) = NOT(@1<ien (fa@i)2[1)(1 = fa(wi)2]0))): (13)
E usando a Eq. (13) para um sistema quantico de 2 e 3 qubits tem-se, respectivamente:

NOT(|Sp)Ss)) = |Sh) @ NOT(|Ss,)); (14)
NOT25(IS1)1Sp)1S8)) = |Sp) @ NOT(|Sy,)) @ NOT(|Sy,))- (15)

3.2. Interpretacao para Interseccao entre Conjuntos Fuzzy

A interseccao fuzzy, definida na Eq. (2) na LF, é modelada pelo operador AND,
representado por AND(|Sy,),|S,,)), utilizando os dois estados definidos na Eq. (10).
Assim, pela aplicag¢do da transformacio quantica Toffoli (7):

AND(|sz>7|ng>) = T(’sz>v|51>”0>)
= T((VFall) + V1= Fal0) @ (V/Fa|1) + /1= f5]0))) ®]0))(16)

Pela distributividade do produto tensor tem-se:

AND([Sy,), V fafs111) + v/ fa(1 — fp)|100)
+ V(1= fa)fB|010) + v/ (1=fa)(1=f5)|000). a7

A medicao considera o dltimo qubit. Os estados |S]) e |S() serdo utilizados para re-
presentar a pertinéncia e a nio-pertinéncia, respectivamente, onde |S7) = |111) com
probabilidade p(1) = f(x;) - g(x;). Assim, Vx; € x, f(x;) e g(x;) indicam a probabili-
dade de x € x estar nos CFs definidos pelas fun¢des fa,g4: x — [0, 1]. Similarmente,
f(x;) - g(x;) indica a probabilidade de x; estar na intersec¢do destes CFs.

Analogamente, a medida do terceiro qubit no estado |0) retorna o estado:

|So)= W(\/fA(l fB)[100)++/(1=F4) f|010)++/ (1= f4) (1=£5)[|000)),

com probabilidade p(0) = 1 — f(4) - g(¢), que representa o complemento de A N B, pela
interpretacdo da intersec¢do AN D [Agostini et al. 2018].

Utilizando os estados definidos na Eq. (11) como entrada para calcular a amplitude
da Eq. (17), tem-se os seguintes estados:

AND(|S4,),S5,)) = ¥8|111) + ¥2[100) + ¥E|010) + ¥%2(000). (18)



3.3. Interpretacao para Uniao entre Conjuntos Fuzzy

Sejam |Sy,) e |.S,,) estados quanticos representados na Eq. (10), a unido de CFs é
modelada pelo operador OR, definido na Eq. (3) na LF, e representado como segue:

OR(|sz>’ |S 7,>): S(’sz>7 |S 7,>) = N0T3(T(NOT|Sf1>7NOT|S 7,>’ ’0>)) =
NOT3(T(+/ fafgl000) + v/ fa(1 = fB)|010) + /(1 — f4) f5[100) + /(1 = fa)(1 — fB)[110))).

Aplicando a transformacao Toffoli, tem-se:

OR(|Sf,),159:))=v (1=fa)A=fB)[110)+ /(1=fa) fBI101)+ v/ fa(1=fB)|011)++/ fa fB|001). (19)

Ao realizar a operag¢do de medida no terceiro qubit, no estado da base |1), consi-
derando a constru¢do definida pela Eq. (19), tem-se o estado final:

) (V(1=fa)fB[101)+ v/ fa(1=FB)|011)++/ fa fB|001)),

1
V(= fa)(1 - fs

com p(1) = (1 — fa)(1 — fg), sendo a probabilidade de x; estar na unido entre A e B.

|S1) =

Analogamente, ao realizar-se uma medida considerando agora o estado |0),
obtém-se o estado final |S,) = [110), com p(0) = 1 — ((1 — fa)(1 — f5)), que indica a
probabilidade do elemento x; estar no complemento do CF A N B. Aplicando os estados
definidos na Eq. (11) na porta OR, para calcular a amplitude da expressdo, tem-se:

V3 V6 V3 V6

6 3 6
OR(|Sa,),185,)) = 3~ [110) + *2[101) + *011) + *2]001). (20)

4. Interpretacao para XOR Fuzzy Eg

Sejam |Sy,) e | S,,) estados quanticos dados pelas expressdes da Eq. (10). O conec-
tivo XOR fuzzy Eg, definido na Eq. (6), € representado pelo operador quantico XO R,
representado por:
XOR®(|Sfi>v |59¢>) = AND(OR(|Sfi>7 |59i>)7 NOT(AND(‘Sfi>a ‘ng>)))
= TP (NOTi25(T5 *(NOT|sy,), NOT]sg,), [0)), NOT6(Tg" (Is ). sq,). 10))),10)). 21)

amplitudes ndo vazias | T0 | T3 | T4 | T6 |
(1= fa)2*(1— fB)? 0000000 | 0000000 | 0000010 | 0000010
(1—fa)2%(1—fB)*fB 0001000 | 0001000 | 0001010 | 0001010
o - - - - s 6 (1= fa)* (A= fB)2 % fa 0010000 | 0010000 | 0010010 | 0010010
. . iy . . 21 - ngz* = f1(3) * fA)*fB 0011000 | 0011000 | 0011000 | 0011000
X g 1—fa)2xfex(1—fB 0100000 | 0100100 | 0100110 | 0100111
[Fa) _D ; ; = ' (1—fa)? = f3 0101000 | 0101100 | 0101110 | 0101111
|f5) +{x ] x| (L—Fa)* fg * fax (1= f5) | 0110000 | 0110100 | 0110110 | 0110111
' ! ; ' (L= fa)* f3 % fa 0111000 | 0111100 | 0111100 | 0111100
|fa) H ' ' T fax(1=f5)2%(1—fa) 1000000 | 1000100 | 1000110 | 1000111
! ! ! ! fax(1—fB)*(1—fa)*fp | 1001000 | 1001100 | 1001110 | 1001111
f) H 1 1 1 fg\ *(1— fB)? 1010000 | 1010100 | 1010110 | 1010111
[0) — —— @ : fZ*(1—fB)*fs 1011000 | 1011100 | 1011100 | 1011100
E P fa*xfe*x(1—fa)*(1— fg) | 1100000 | 1100100 | 1100110 | 1100111
0) O— X fa*fE*(1—fa) 1101000 | 1101100 | 1101110 | 1101111
10) ; LA fZ*fe*(1—-fB) 1110000 | 1110100 | 1110110 | 1110111
N %12 1111000 | 1111100 | 1111100 | 1111100

Figura 3. XORx-MCAQ. Figura 4. XORg-Evolucao Temporal.



A Figura 3, graficamente descreve a estruturacdo do operador Eg no MCQ. Na
representacdo grafica do conectivo Eg, ocorrem sete etapas de evolugdo temporal (de
TO a T6) estruturados em um sistema de dimensdo espacial de sete qubits. Assim, de
acordo com a coluna T'6 da Figura 4, apresentando apenas os quadrados dos coeficientes
nao nulos dos estados classicos (base computacional) em uma evolucdo temporal das
computacdes relacionadas ao operador fuzzy XOR F, o estado quantico descrito pela
Eq. (22) € obtido, como visto a seguir:

|®6) = (1— fa)(1— fp)0000010) + (1 — fa)\/(1 — fp)fp|0001010)

(1= fB)V/(1 = f4) f4]0010010) + /(1 — fa)(L — fB)fafB|0011000)
(1= fa)v/ f(1 = fB)[0100111) + (1 — fa)fp|0101111)

VI = f) fafa(l = £5)|0110111) + f51/(1 — fa)f4]0111100)

(1= fB)\V/fa(l = fa)[1000111) +/fa(1 — fB)(1 — fa)fB[1001111)
fa(l = £5)[1010111) + £4y/(T — F) f5]1011100)

Vafs(1 — fa)(1 — fp)[1100111) 4 fp\/fa(l — f4)|1101111)
+  fa/fe(1 — fB)|1110111) + fafp|1111100). (22)

+ o+ o+ o+

Uma medida realizada no 7°qubit (mas relacionada ao estado |1)) do estado quantico
descrito pela Eq. (22) resulta no estado final:

) = . (1= fa)V/ /(1 = f5)[0100111)

V1= A~ o+ fafs+ fafh + fifs — F3f3
+ (1— fa)fp|0101111) 4+ \/(1 — fa)fefa(l — fp)|0110111)
+ (1= fB)V fa(l = f4)[1000111) +\/fa(1 — fB)(1 — fa)f5|1001111)
+  fa(l = fB)|1010111) + /fafa(1 — fa)(1 — f5)[1100111)
+  fV/ fa(l — fa)[1101111) 4 fa/ f(1 — fB)[1110111)). (23)
Com uma probabilidade correspondendo a expressao: p(1) = 1 — fa — fs + fafs +
faft + fafs — fif3, indicando o grau de pertinéncia de um elemento x € y no CF

A ® B obtido pela aplicacdo de um conectivo fuzzy XOR Eg e tomando f4(x), f5(x)
como argumentos. Ja a medida no 7°qubit (mas relacionada ao estado |0)) retorna:

8l = ! (1~ £4)(1 — £5)[0000010)

Vfa+Is = fafs — fafh — fafs + ifh
+ (1= fa)/(1 = fB)fB|0001010) + (1 — f5)\/(1 — f4)f4]0010010)

+ VA~ Fa) (1~ [5)f4/5/0011000) + f5+/(1 — fa)f4|0111100)
+ fa/(1— 5)f51011100) + fafs|1111100)), (24)

com uma probabilidade de: p(0) = fa + fp — fafs — faft — fafs + fAf?.

Uma simulacdo com os estados iniciais das expressoes da Eq. (11) resulta, apds
medigdes, nos estados: |®') e |®”) com: (i) probabilidade p(1) = 56% para |®’) e (ii)
probabilidade p(0) = 44% para |Q").

5. Conclusao

Este trabalho discute a porta XOR apresentada na LF demonstrando a sua
interpretacdo na CQ. O desenvolvimento focado na fusdo entre LF e CQ revela-se in-
teressante pelo potencial uso destas modelagens em futuros algoritmos aplicados a CQ.



O avan¢o da CQ demonstra um campo de estudo bastante promissor para as pesquisas,
visando auxiliar no seu desenvolvimento, assim como na criacdo de futuras tecnologias e
métodos a serem utilizados nesta drea. Trabalhos futuros incluem um estudo mais deta-
lhado acerca da interpretacdo da construcdo dual da porta XOR (apresentado na sec¢do 2,
a porta X(N)OR) no escopo da CQ.
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