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Abstract. This article presents the modeling of Fuzzy Logic connectives using
Quantum Computing, analyzing the XOR gate, which uses both AND and OR
connectors for its construction, and presenting the evolution of the states in its
modeling.

Resumo. Este artigo apresenta a modelagem de conectivos da Lógica Fuzzy
utilizando a Computação Quântica, analisando a porta XOR, que se utiliza de
ambos conectivos AND e OR para a sua construção, e apresentando a evolução
dos estados na sua modelagem.

1. Introdução
Tanto a Computação Quântica (CQ) quanto a Lógica Fuzzy (LF) oferecem

ótimos benefı́cios para desenvolvimento da pesquisa e de tecnologias computacionais,
podendo ser uma ótima abordagem para solucionar problemas mais complexos da
computação clássica. Ambas as áreas modelam incertezas de formas distintas. De
um lado, a CQ utiliza fundamentos e leis da Mecânica Quântica para modelar a incer-
teza do mundo real microscópico. Por sua vez, a LF expressa incerteza na expressão
do raciocı́nio humano, modelando matematicamente a imprecisão através de variáveis
linguı́sticas (caracterı́sticas/atributos) e da Teoria dos Conjuntos Fuzzy. Trabalhos como
[de Avila et al. 2023] promovem ambientes de simulação hı́brida para o paralelismo e
emaranhamento quântico via arquiteturas distribuı́das e multiprocessadas da computação
clássica. Neste contexto, este trabalho promove a interpretação de algoritmos flexı́veis
via operadores quânticos, considerando a integração de conceitos da CQ e LF.

A potencialidade de aplicações que consideram a modelagem via operador XOR
mostra a relevância deste estudo. Aplicações cientı́ficas e tecnológicas em diversas áreas
como na otimização de algoritmos [Aslan et al. 2019], e em problemas de decisão em bi-
omedicina [Hocine et al. 2023] motivam a modelagem da porta XOR no desenvolvimento
deste trabalho. Esta porta tem sido fundamental na integração de novas abordagens para



circuitos reversı́veis, envolvendo métodos de minimização e projeção de circuitos inte-
grados, que atentam para o incremento de dispositivos eletrônicos e o advento das novas
tecnologias de fabricação, como quantum-dot cellular automata e tunneling phase lo-
gic [Haaswijk et al. 2017]. Estruturas que generalizam a lógica para o AND-XOR, como
a CMOS XOR [Aljafar et al. 2018], requerem menos termos do que a tradicional estrutura
AND-OR quanto ao uso de arquiteturas de testes simplificadas.

O advento da CQ promove uso de circuitos quânticos, implementando portas XOR
controladas com sobreposição de estados [Wille et al. 2016]. A literatura recente também
apresenta métodos que utilizam o XOR em algoritmos genéticos [Mangal and Singh ] e
para solução e tomada de decisão [Liu et al. 2023]. Cada implementação deste operador,
por meio de circuitos quânticos, permite uma futura aplicação da CQ que necessite seu
uso.

Neste trabalho, busca-se estender o estudo do conectivo fuzzy XOR, considerando
a abordagem hı́brida para algoritmos quantum-fuzzy, provendo interpretações de conec-
tivos da LF via operadores da CQ. Em particular, dentre as várias definições de operado-
res fuzzy X(N)OR [Bedregal et al. 2013], é considerada a extensão fuzzy da abordagem
clássica do XOR definida pela expressão: x⊗ y = ((x ∨ y) ∧ ¬(x ∧ y)).

Na sequência, a Seção 2 discute os conceitos essenciais para compreender este
trabalho, além de uma breve discussão acerca dos circuitos quânticos e transformações
quânticas. A modelagem dos Conjuntos Fuzzy (CFs) quânticos é apresentada na Seção 3
e a interpretação do operador XOR no modelo de circuito quântico encontra-se na Seção
4. Na Seção 5, tem-se as considerações finais.

2. Preliminares

2.1. Lógica Fuzzy

A teoria de conjuntos clássica define as relações de pertinência de modo rı́gido,
um elemento pertence ou não a um dado conjunto. Enquanto que a teoria de conjuntos
fuzzy é uma extensão da teoria clássica, pois através de uma função de pertinência, é
possı́vel que um elemento pertença parcialmente a um conjunto. Considerando um CF
A, em um universo de discurso não vazio, com um grau de pertinência representado por
fA(x), 0 ≤ fA(x) ≤ 1. Assim, um CF A, em um universo χ ̸= ∅, é dado pela expressão:
A = {(x, fA(x)) : x ∈ χ} [Benini and Jr Meneguette 2009].

Uma t-(co)norma é uma função T (S) : [0, 1]2 → [0, 1] que é comutativa, associa-
tiva, crescente e satisfaz, respectivamente, T (x, 1) = x e S(x, 0) = x, ∀x ∈ [0, 1]. Veja a
Tabela 1 ilustrando a classe de t-(co)normas.

Tabela 1. Exemplificando (Co)Normas Triangulares.

Expressões T (x, y) S(x, y)
Gödel TG(x, y) = min(x, y); SG(x, y) = max(x, y)
Lukasiewicz TL(x, y) = max(x+ y − 1, 0); SL(x, y) = min(x+ y, 1);
Produto algébrico TP (x, y) = x · y. SP (x, y) = x+ y − x · y.

Uma negação fuzzy é uma função N : [0, 1] → [0, 1] que satisfaz:

(N1) N(0) = 1 eN(1) = 0; e (N2) Monotônica: Se x ⩽ y entãoN(x) ⩾ N(y), ∀x, y ∈ [0, 1].



Se a negação fuzzy satisfaz a propriedade de involutividade: (N3) N(N(x)) =
x, ∀x ∈ [0, 1], então ela é dita negação forte como, por exemplo, a negação padrão defi-
nida por NS(x) = 1− x.

O conectivo fuzzy (XOR) E : [0, 1]2 → [0, 1] e sua construção dual, o
conectivo fuzzy (X(N)OR) D : [0, 1]2 → [0, 1] são definidos pelas propriedades:

E1: E(1, 1) = E(0, 0) = 0 e E(1, 0) = 1; D1: D(1, 1) = D(0, 0)=1 e D(0, 1)=0;
E2: E(x, y) = E(y, x); D2: D(x, y) = D(y, x);
E3: Se x ≤ y então E(0, x) ≤ E(0, y); D3: Se x ≤ y então D(0, x) ≥ D(0, y);

Se x ≤ y então E(1, x) ≥ E(1, y). Se x ≤ y então D(1, x) ≤ D(y, 1).
A operação complemento de um CF A, é o CF A′ = {(x, fA′(x)) : x ∈ χ}, onde
fA′ : χ→ [0, 1] é dada pela expressão:

fA′(x) = NS(fA(x)) = 1− fA(x), ∀x ∈ χ. (1)

Seja T uma t-norma. A intersecção entre dois CFs A e B resulta no CF A ∩ B =
{(x, fA∩B(x)) : x ∈ χ}, e função de pertinência fA∩B : χ→ [0, 1] é dada por:

fA∩B(x) = T (fA(x), fB(x)),∀x ∈ χ. (2)

Seja S uma t-conorma, a união entre dois CFs A e B resulta no CF A ∪ B =
{(x, fA∪B(x)) : x ∈ χ}, cuja função de pertinência fA∪B : χ→ [0, 1] é representada por:

fA∪B(x) = S(fA(x), fB(x)),∀x ∈ χ. (3)

As instâncias das Eq. (2) e Eq. (3) considerando a t-norma do produto, a soma
algébrica e a negação padrão resultam nas expressões:

A ∩TP
B = {(x, fA(x) · fB(x)) : x ∈ χ}; (4)

A ∪SP
B = {(x, fA(x) + fB(x)− fA(x) · fB(x)) : x ∈ χ}. (5)

Considere a t-conorma S, a t-norma T e seja N uma negação fuzzy forte.
Em [Bedregal et al. 2013], definem-se três classes de conectivos fuzzy XOR, represen-
tados por (E), e as construções duais correspondentes aos conectivos fuzzy X(N)OR, de-
notadas por (D). As funções modeladas neste artigo são definida por ET,S,N ,DT,S,N :
[0, 1]2 → [0, 1] dadas, respectivamente, pelas expressões:

ET,S,N (x, y) = T (S(x, y), N(T (x, y))); (6)

DS,T,N (x, y) = N(T (S(N(x), N(y)), N(T (N(x), N(y))))). (7)

Utilizando o produto algébrico dado na Tabela 1 para T e S, a função
ET,S,N : [0, 1]2 → [0, 1] é representada pela expressão:

ETP ,SP ,NS
(x, y) = x+ y − xy − xy2 − x2y + x2y2. (8)

E a função X(N)ORS,T,N : [0, 1]2 → [0, 1], dual da construção da Eq. (8), é dada por:

DSP ,TP ,NS
(x, y) = 1− x− y + xy + xy2 + x2y − x2y2. (9)

Sejam (ET,S,N ,DS,T,N) conectivos NS-duais, o par satisfaz a seguinte condição:
E(x, y) = NS(D(x, y)), ∀x, y,∈ [0, 1].



2.2. Computação Quântica

O Bit Quântico (qubit) é a unidade básica de informação na CQ, composto por um
vetor unitário e bidimensional com componentes complexos, genericamente representa-
dos na notação de Dirac [Dirac 1939] como |ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩. Os coeficientes α e β
correspondem às amplitudes dos respectivos estados, influenciando na probabilidade do
elemento estar ou não no conjunto [Cressman et al. 2022]. As transformações quânticas,
ou portas quânticas são responsáveis pela manipulação da informação contida nos esta-
dos quânticos. Elas podem ser unitárias, controladas e de medidas. As transformações
quânticas representam o ferramental matemático amparado nos postulados da Mecânica
Quântica.

A operação de medição é uma operação que realiza a leitura de um qubit, obtendo
a informação contida nele, onde só é possı́vel obter um bit de informação do estado de
um qubit, tendo perda da informação presente nos outros qubits.

O modelo de circuitos quântico (MCQ) são notações gráficas intuitivas que re-
metem aos circuitos clássicos, e compreendem sincronizações e composições de portas
quânticas unitárias, permitindo modelar qualquer algoritmo quântico. A porta Toffoli (T)
expressa matricialmente na Fig. 1 será utilizada na interpretação das operações entre CF
apresentados. A porta opera sobre três qubits, onde os dois primeiros (|ψ⟩ e |φ⟩) in-
dicados na Figura 2 serão considerados como controle, e o terceiro é o qubit alvo |ω⟩,
que sofre alterações conforme o valor dos qubits de controle, neste caso trocando suas
amplitudes [Nielsen and Chuang 2011].

T|χ⟩ =




1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
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Figura 1. Expressão Matri-
cial da Porta T.

|ψ⟩

|φ⟩

|ω⟩

Figura 2. MCQ da Porta T.

A porta NOT, ou Pauli X, remete ao operador lógico clássico Not
[Portugal et al. 2004]. Porém, se o estado estiver em superposição, não há recı́proca na
lógica clássica, pois, aplicando X em um estado |ϕ⟩ em superposição, é obtido o seguinte
resultado: Entrada: |ϕ⟩ = α|0⟩+β|1⟩; Saı́da: X|ϕ⟩ = β|0⟩+α|1⟩, onde {α, β} ≠ {0, 1}.

3. Modelagem de Conjuntos Fuzzy Quânticos

Os CFs podem ser obtidos a partir de superposições de CFs associados com re-
gistradores quânticos. Interpretações das operações fuzzy podem ser obtidas através
da composição de portas quânticas atuantes sobre a definição de registradores fuzzy
quânticos. Considerando as funções de pertinência f, g : χ → [0, 1] associadas com dois
CFs A e B, e o par |Sfi⟩ e |Sgi⟩ de estados:

|Sfi⟩ =
√
fA(i)|1⟩+

√
1− fA(i)|0⟩ e |Sgi⟩ =

√
fB(i)|1⟩+

√
1− fB(i)|0⟩. (10)



As seguintes instâncias para os estados estados |SAi
⟩ e |SBi

⟩ serão utilizados para realizar
cálculos sobre a amplitude dos estados obtidos durante a sua evolução:

|SAi⟩ =
√
2

2
|1⟩+

√
2

2
|0⟩ e |SBi⟩ =

√
3

3
|1⟩+

√
6

3
|0⟩. (11)

3.1. Interpretação para Complemento de um Conjunto Fuzzy
A operação de complemento é representada tendo como base a sua representação

na LF, definida na Eq. (1), utilizando os estados definidos na Eq. (10), onde seu operador
quântico é expresso por [Mannucci 2006]:

NOT (|Sfi⟩) =
√
1− fA|1⟩+

√
fA|0⟩. (12)

A extensão da operação NOT Quântica para múltiplos qubits é dada por:

NOTN (|SfA⟩) = NOT (⊗1≤i≤N (fA(xi)
1
2 |1⟩(1− fA(xi)

1
2 |0⟩))). (13)

E usando a Eq. (13) para um sistema quântico de 2 e 3 qubits tem-se, respectivamente:

NOT2(|Sf1⟩|Sf2⟩) = |Sf1⟩ ⊗NOT (|Sf2⟩); (14)

NOT2,3(|Sf1⟩|Sf2⟩|Sf3⟩) = |Sf1⟩ ⊗NOT (|Sf2)⟩ ⊗NOT (|Sf3)⟩. (15)

3.2. Interpretação para Intersecção entre Conjuntos Fuzzy
A intersecção fuzzy, definida na Eq. (2) na LF, é modelada pelo operador AND,

representado por AND(|Sfi⟩, |Sgi⟩), utilizando os dois estados definidos na Eq. (10).
Assim, pela aplicação da transformação quântica Toffoli (T ):

AND(|Sfi⟩, |Sgi⟩) = T (|Sfi⟩, |Sgi⟩, |0⟩)
= T (((

√
fA|1⟩+

√
1− fA|0⟩)⊗(

√
fB|1⟩+

√
1− fB|0⟩))⊗|0⟩).(16)

Pela distributividade do produto tensor tem-se:

AND(|Sfi⟩, |Sgi⟩) =
√
fAfB|111⟩+

√
fA(1− fB)|100⟩

+
√
(1− fA)fB|010⟩+

√
(1−fA)(1−fB)|000⟩. (17)

A medição considera o último qubit. Os estados |S ′
1⟩ e |S ′

0⟩ serão utilizados para re-
presentar a pertinência e a não-pertinência, respectivamente, onde |S ′

1⟩ = |111⟩ com
probabilidade p(1) = f(xi) · g(xi). Assim, ∀xi ∈ χ, f(xi) e g(xi) indicam a probabili-
dade de x ∈ χ estar nos CFs definidos pelas funções fA, gA : χ → [0, 1]. Similarmente,
f(xi) · g(xi) indica a probabilidade de xi estar na intersecção destes CFs.

Analogamente, a medida do terceiro qubit no estado |0⟩ retorna o estado:

|S′
0⟩=

1√
1−fAfB

(
√
fA(1−fB)|100⟩+

√
(1−fA)fB|010⟩+

√
(1−fA)(1−fB)|000⟩),

com probabilidade p(0) = 1− f(i) · g(i), que representa o complemento de A ∩ B, pela
interpretação da intersecção AND [Agostini et al. 2018].

Utilizando os estados definidos na Eq. (11) como entrada para calcular a amplitude
da Eq. (17), tem-se os seguintes estados:

AND(|SAi⟩, |SBi⟩) =
√
6
6 |111⟩+

√
3
3 |100⟩+

√
6
6 |010⟩+

√
3
3 |000⟩. (18)



3.3. Interpretação para União entre Conjuntos Fuzzy

Sejam |Sfi⟩ e |Sgi⟩ estados quânticos representados na Eq. (10), a união de CFs é
modelada pelo operador OR, definido na Eq. (3) na LF, e representado como segue:

OR(|Sfi⟩, |Sgi⟩)= S(|Sfi⟩, |Sgi⟩) = NOT3(T (NOT |Sfi⟩, NOT |Sgi⟩, |0⟩)) =
NOT3(T (

√
fAfB|000⟩+

√
fA(1− fB)|010⟩+

√
(1− fA)fB|100⟩+

√
(1− fA)(1− fB)|110⟩)).

Aplicando a transformação Toffoli, tem-se:

OR(|Sfi⟩, |Sgi⟩)=
√

(1−fA)(1−fB)|110⟩+
√
(1−fA)fB|101⟩+

√
fA(1−fB)|011⟩+

√
fAfB|001⟩. (19)

Ao realizar a operação de medida no terceiro qubit, no estado da base |1⟩, consi-
derando a construção definida pela Eq. (19), tem-se o estado final:

|S′
1⟩ =

1√
(1− fA)(1− fB)

(
√
(1−fA)fB|101⟩+

√
fA(1−fB)|011⟩+

√
fAfB|001⟩),

com p(1) = (1− fA)(1− fB), sendo a probabilidade de xi estar na união entre A e B.

Analogamente, ao realizar-se uma medida considerando agora o estado |0⟩,
obtém-se o estado final |S ′

0⟩ = |110⟩, com p(0) = 1 − ((1 − fA)(1 − fB)), que indica a
probabilidade do elemento xi estar no complemento do CF A ∩ B. Aplicando os estados
definidos na Eq. (11) na porta OR, para calcular a amplitude da expressão, tem-se:

OR(|SAi⟩, |SBi⟩) =
√
3

3
|110⟩+

√
6

6
|101⟩+

√
3

3
|011⟩+

√
6

6
|001⟩. (20)

4. Interpretação para XOR Fuzzy E⊗

Sejam |Sfi⟩ e |Sgi⟩ estados quânticos dados pelas expressões da Eq. (10). O conec-
tivo XOR fuzzy E⊗, definido na Eq. (6), é representado pelo operador quântico XOR⊗,
representado por:

XOR⊗(|sfi⟩, |sgi⟩) = AND(OR(|sfi⟩, |sgi⟩), NOT (AND(|sfi⟩, |sgi⟩)))
= T 5,6

7 (NOT1,2,5(T 1,2
5 (NOT |sfi⟩, NOT |sgi⟩, |0⟩)), NOT6(T 3,4

6 (|sfi⟩, |sgi⟩, |0⟩)), |0⟩). (21)

Figura 3. XOR⊗-MCQ. Figura 4. XOR⊗-Evolução Temporal.



A Figura 3, graficamente descreve a estruturação do operador E⊗ no MCQ. Na
representação gráfica do conectivo E⊗, ocorrem sete etapas de evolução temporal (de
T0 a T6) estruturados em um sistema de dimensão espacial de sete qubits. Assim, de
acordo com a coluna T6 da Figura 4, apresentando apenas os quadrados dos coeficientes
não nulos dos estados clássicos (base computacional) em uma evolução temporal das
computações relacionadas ao operador fuzzy XOR E⊗, o estado quântico descrito pela
Eq. (22) é obtido, como visto a seguir:

|⊗6⟩ = (1− fA)(1− fB)|0000010⟩+ (1− fA)
√

(1− fB)fB|0001010⟩
+ (1− fB)

√
(1− fA)fA|0010010⟩+

√
(1− fA)(1− fB)fAfB|0011000⟩

+ (1− fA)
√
fB(1− fB)|0100111⟩+ (1− fA)fB|0101111⟩

+
√

(1− fA)fBfA(1− fB)|0110111⟩+ fB
√

(1− fA)fA|0111100⟩
+ (1− fB)

√
fA(1− fA)|1000111⟩+

√
fA(1− fB)(1− fA)fB|1001111⟩

+ fA(1− fB)|1010111⟩+ fA
√
(1− fB)fB|1011100⟩

+
√
fAfB(1− fA)(1− fB)|1100111⟩+ fB

√
fA(1− fA)|1101111⟩

+ fA
√
fB(1− fB)|1110111⟩+ fAfB|1111100⟩. (22)

Uma medida realizada no 7◦qubit (mas relacionada ao estado |1⟩) do estado quântico
descrito pela Eq. (22) resulta no estado final:

|⊗′
6⟩ =

1√
1− fA − fB + fAfB + fAf2B + f2AfB − f2Af

2
B

((1− fA)
√
fB(1− fB)|0100111⟩

+ (1− fA)fB|0101111⟩+
√
(1− fA)fBfA(1− fB)|0110111⟩

+ (1− fB)
√
fA(1− fA)|1000111⟩+

√
fA(1− fB)(1− fA)fB|1001111⟩

+ fA(1− fB)|1010111⟩+
√
fAfB(1− fA)(1− fB)|1100111⟩

+ fB
√
fA(1− fA)|1101111⟩+ fA

√
fB(1− fB)|1110111⟩). (23)

Com uma probabilidade correspondendo à expressão: p(1) = 1 − fA − fB + fAfB +
fAf

2
B + f 2

AfB − f 2
Af

2
B, indicando o grau de pertinência de um elemento x ∈ χ no CF

A ⊗ B obtido pela aplicação de um conectivo fuzzy XOR E⊗ e tomando fA(x), fB(x)
como argumentos. Já a medida no 7◦qubit (mas relacionada ao estado |0⟩) retorna:

|⊗′′
6⟩ =

1√
fA + fB − fAfB − fAf2B − f2AfB + f2Af

2
B

((1− fA)(1− fB)|0000010⟩

+ (1− fA)
√
(1− fB)fB|0001010⟩+ (1− fB)

√
(1− fA)fA|0010010⟩

+
√
(1− fA)(1− fB)fAfB|0011000⟩+ fB

√
(1− fA)fA|0111100⟩

+ fA
√
(1− fB)fB|1011100⟩+ fAfB|1111100⟩), (24)

com uma probabilidade de: p(0) = fA + fB − fAfB − fAf
2
B − f 2

AfB + f 2
Af

2
B.

Uma simulação com os estados iniciais das expressões da Eq. (11) resulta, após
medições, nos estados: |⊗′⟩ e |⊗′′⟩ com: (i) probabilidade p(1) = 56% para |⊗′⟩ e (ii)
probabilidade p(0) = 44% para |⊗′′⟩.

5. Conclusão
Este trabalho discute a porta XOR apresentada na LF demonstrando a sua

interpretação na CQ. O desenvolvimento focado na fusão entre LF e CQ revela-se in-
teressante pelo potencial uso destas modelagens em futuros algoritmos aplicados à CQ.



O avanço da CQ demonstra um campo de estudo bastante promissor para as pesquisas,
visando auxiliar no seu desenvolvimento, assim como na criação de futuras tecnologias e
métodos a serem utilizados nesta área. Trabalhos futuros incluem um estudo mais deta-
lhado acerca da interpretação da construção dual da porta XOR (apresentado na seção 2,
a porta X(N)OR) no escopo da CQ.
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