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Abstract. This article aims to present a project that seeks an adaptation of
Lambda Calculus to the realm of Quantum Computing. This endeavor is based
on the quantum behavior implementation proposed by Sabry and the Quantum
Lambda Calculus definition provided by Van Tonder. By combining these appro-
aches, the goal is to explore and gain insights into the development of languages,
and consequently algorithms, for Quantum Computing.

Resumo. Este artigo tem como objetivo apresentar a investigacdo de uma
adaptagdo do Cdlculo Lambda para a esfera da Computa¢cdo Quantica. Para
tanto apresenta-se a implementagcdo do modelo de computacdo qudntica pro-
posto por Sabry e a definicdo do Cdlculo Lambda Qudntico fornecida por Van
Tonder. Ao unir estas abordagens, almeja-se explorar e aprender sobre o desen-
volvimento de linguagens, e consequentemente algoritmos, para a Computagdo
Quantica.

1. Introducao

O recente desenvolvimento da computagdo quantica tem transformado a forma como en-
caramos a resolucdo de problemas complexos. Ao explorar os principios da mecénica
quantica, esta abordagem promete a realizagdo de computagdes significativamente mais
rapidas do que a suportada por computadores cldssicos. No entanto, a complexidade ine-
rente aos sistemas quanticos tem-se revelado um desafio, exigindo uma compreensao nao
apenas da mecanica quantica, mas também das linguagens de programacao que permitem
controlar esses sistemas. Nesse contexto, as linguagens de programacao de alto nivel sdo
poderosas ferramentas para desmistificar a computagdo quantica, ao abstrair esta com-
plexidade e viabilizar uma compreensao mais acessivel e uma programacao eficaz desses
dispositivos quanticos intricados.

A convergéncia entre a computagdo quantica e as linguagens de programacao fun-
cionais também desempenha um papel fundamental na compreensao e na exploragao efi-
caz da computagdo quantica. Linguagens funcionais, que se baseiam em fun¢des ma-
temdticas e em abstracdes de alto nivel, compartilham uma afinidade natural com os
principios quanticos. Essas linguagens, como Haskell, fornecem checagem de tipos
em tempo de compilagdo e provas de corretude. Para estas linguagens, existe uma ex-
tensa gama de trabalhos que podem ser base para o desenvolvimento de novas linguagens
quanticas [ Yanofsky and Mannucci 2008].
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Um forte exemplo de trabalho, nesta linha de desenvolvimento, é o de Van Tonder
[van Tonder 2004], que expande o conceito cldssico de cdlculo lambda para que suporte o
desenvolvimento de operagdes que envolvam elementos de sistemas quénticos. O cédlculo
lambda, ao ser adaptado a nivel quantico, fornece uma base sdlida para o desenvolvimento
de linguagens funcionais.

Uma base para a simulagdo da computacdo quantica em linguagens funcionais é
fornecida por Amr Sabry [Sabry 2003]. Ao emular qubits em Haskell, Sabry possibilita
um claro entendimento do comportamento quantico ao implementa-lo.

Desta forma, unindo ambas as abordagens, almeja-se o controle de qubits emula-
dos em Haskell através de expressdes do cdlculo lambda. E, ao alcangar abordagens de
mais alto nivel para a computacido quantica, expandir a compreensdo e cogni¢do sobre o
funcionamento de linguagens de programacao e sobre como sistemas quanticos possuem
vantagens sobre sistemas cldssicos.

O presente artigo estd estruturado da seguinte maneira. Na Secdo 2 apresenta-se
a constru¢dao de um modelo de computagdo quantica em Haskell. Na Sec¢do 3 discute-se
a defini¢cdo do Calculo Lambda Quantico. Na se¢do 4 apresenta-se o desenvolvimento
do Célculo Lambda Quantico sobre os qubits apresentados nas Secdo 2. Por fim, na
Secdo 5 discute-se as limitagdes da implementacdo apresentada e solugdes para trabalhos
posteriores.

2. Um modelo de computacao quantica em Haskell

Nessa se¢do, apresenta-se brevemente o trabalho do autor Amr Sabry [Sabry 2003] no
qual € discutido a constru¢ao de um modelo de computagdao quantica em Haskell.

Na computacdo quantica, o processamento de informacao € realizado através de
sistemas fisicos quanticos. A unidade bésica de informacao € o qubit, um sistema de dois
estados bésicos: zero e um. Esses estados sdo representados em notacdo bra-ket como |1)
e |0) respectivamente. Diferentemente de um bit cldssico, os estados de um qubit estdo
sempre associados a uma amplitude de probabilidade. Desta forma, o estado de um qubit
¢ matematicamente definido como ) = «|1)+|0), onde e 3 sdo ndimeros complexos.

Sendo assim, a computagdo quantica permite estados em sobreposicdo. Um
exemplo de estado em sobreposi¢do é %]1} + %\O), chamado estado |+); ou ainda

% 1) — % |0), chamado estado |—). Esses estados indicam que a probabilidade de se ler
quaisquer dos valores bésicos € de 50%. Como a probabilidade total do estado precisa
somar 100%, temos que |a|? + [3]* =1

No trabalho de Sabry [Sabry 2003] qubits sao implementados como um diciondario
que mapeia valores a probabilidades. Todo estado possui uma probabilidade de ser lido
como resultado, mesmo que esta chance seja zero. Em Haskell, um valor quantico pode
ser entdo definido como:

type QV a = Map a PA

Desta forma, um qubit € visto como um conjunto de tuplas (Valor, Amplitude de
Probabilidade). Deste ponto de vista, os estados dos qubits |1) e |0) sdo representados,
respectivamente, por {(|1);1)} e {(|0); 1)}, e um qubit no caso de sobreposi¢éo |+), por

{11 75)- (10); 75)}-



Estados quanticos podem ser combinados formando grupos de qubits. Matema-
ticamente, a operagdo de combinacdo € definida como o produto tensorial, representado
por ®. Em notac@o bra-ket, denota-se que |1) ® |0) = |10). Sabry implementa grupos
de qubits como mapeamento de tuplas para probabilidades. Dessa forma, um grupo de
qubits |10), é representado por {(]|10);1)}.

A defini¢do de um algoritmo no sistema quantico € realizada através de portas
l6gicas quanticas. Estas portas definem transi¢des entre dois estados quanticos. Uma
caracteristica relevante das operagdes quanticas € que elas sao sempre reversiveis. Como
consequéncia, quando se sabe a sequéncia na qual todo o processamento da informagao
foi realizado, pode-se reverter total ou parcialmente as operagdes, retornando para um
estado posterior [van Tonder 2004]. Um exemplo famoso € a porta de Hadamard (H), que
mapeia os estados da base para estados em sobreposicao e vice-versa.

H0) = |+)
H[1) = |-)
H|=) = 1)
H[+) = [0)

Para Sabry, uma porta quantica, é definida como um conjunto de transi¢des entre
duas n-uplas de qubits, associada a uma probabilidade. Representado em Haskell como

Q-op (|a), |b)) p

Onde |a) € o valor quantico de entrada, |b) é o valor quéntico de saida e p é a pro-
babilidade do mapeamento ocorrer. Desta forma, a porta de Hadamard seria representada
da seguinte forma:

H{ (10),10)) 75+ (10),11)) 757 (11),10)) 75+ (11).11)) 75 }

Nesta abordagem, surge um problema para a aplicagdo de portas 16gicas em gru-
pos de qubits. Quando se deve aplicar a porta de Hadamard ao primeiro qubit de |01), é
necessdario criar uma estrutura de abstra¢do que isola o primeiro qubit do estado global.
Sabry [Sabry 2003] resolve o problema criando um estrutura de qubit virtual, que pode
ser vista como uma tripla (Valor destacado, Restante, Escopo global). Em Haskell, isso é
declarado

data Virt a rest global = Virt (QR global) (Adaptor (a, rest) global)

onde Adaptor é um tipo que declara funcdes de transicdes entre (a,rest) e global.

Note que nao € possivel realmente isolar um qubit do escopo em que ele estd
inserido. Isso se dd uma vez que outros qubits podem estar emaranhados com o qubit
destacado, sofrendo, assim, indiretamente as consequéncias das operagdes.

3. Calculo Lambda Quantico de Van Tonder

Esta secdo apresenta brevemente a definicao do Calculo Lambda Quantico de Van Tonder
[van Tonder 2004].

O Calculo Lambda, definido por Alonzo Church, € um modelo matematico que
descreve computacgdes através da aplicacdo de fungdes puras. Sua influéncia no estudo



de linguagens de programacio € imensa, fornecendo os fundamentos para abordagens de
programacdo baseadas em composi¢do de funcdes e imutabilidade [van Tonder 2004].

No Calculo Lambda classico, um termo a ser avaliado é categorizado como uma
varidvel, uma abstracdo, ou uma aplica¢do. Varidveis sdo convencionalmente denotadas
por letras quaisquer. Abstragdes sdo representadas como Az. ¢t onde x € um parametro
e t o seu corpo. Por sua vez, um termo de forma (¢1 ¢2) corresponde a uma aplicag@o,
indicando que o parametro da abstracdo em t1 deve ser substituido, em seu corpo, pelo
valor de #2. Este tipo de substitui¢do é chamado de reducio beta ().

A implementacio do Célculo Lambda recai sobre o conceito de Indices de Bruijn
[Pierce 2002]. E definido que cada varidvel é referida por um indice numérico que indica
a distancia a qual ela se encontra em relacdo a sua abstracdo [Pierce 2002]. Dessa forma,
a fun¢do identidade, Ax.x € simplesmente escrita AO; um termo Az.\y.z é referido como
AL

A partir dessa estratégia de implementagdo, podemos definir uma estrutura para
representar termos do Calculo Lambda. Em Haskell, uma possivel implementacao seria:

1 data Term =

2 Var Int
3 | Abs Term
4 | App Term Term

Para a manipulacdo de qubits e portas ldgicas quanticas, € necessario esten-
der a definicdo do Calculo Lambda cldssico para que contemple esses novos elementos
[van Tonder 2004]. Além disso, como previamente mencionado, todas as operacdes rea-
lizadas por portas quénticas sao reversiveis se a sequéncia das operacdes for armazenada.
Sabendo disso, € importante manter o fluxo prévio das redugdes, caso se queira aproveitar
ao méximo os beneficio da computagdo quantica.

Para Van Tonder [van Tonder 2004], um termo ¢ ao ser reduzido, gera um histérico
‘H que contém as mudangas que ocorreram no termo. Desta forma, por exemplo, o termo
(Az.Hz) |0) seria reduzido como se segue:

(Ax.Hz) |0)
0 +[1) [H = (H.)

Porém, as regras de reducdo precisam evitar o emaranhamento entre qubits do
estado atual e qubits salvos no histérico como operagdes anteriores. Para tal, Van Tonder
[van Tonder 2004] apresenta uma definicdo formal dos termos e regras adaptadas, que,
além de adicionar qubits e portas logicas, evita esse tipo de emaranhamento. Esta solu¢do
envolve o uso do Calculo Lambda Linear, que adiciona termos e abstracdes lineares e
ndo-lineares [van Tonder 2004].

1 data LLT =
2 Var Int
| NonLinAbs LLT
| NonLinTerm LLT
s | App LLT LLT
| LinAbs LLT
| undefined ——- outras constantes



_

Neste contexto, uma abstracdo nao-linear € equivalente a uma abstracdo cldssica.
Por outro lado, em uma abstragdo linear, o argumento aparece uma tinica vez no corpo da
expressao [van Tonder 2004]. Nesse contexto, qubits s6 devem ser utilizados dentro de
termos lineares. Essa distin¢cdo € necessdria para que qubits ndo sejam descartados e con-
sequentemente armazenados em H. Uma vez que nao hé qubits no histérico, € impossivel
um qubit do termo atual estar entrelagcado com estados salvos [van Tonder 2004].

As regras de reducgdo, ainda sem os qubits e portas l6gicas, podem ser implemen-
tadas como:

reductionRun t =

case t of

(App t1 t2) | not (isValue tl) -> App (reductionRun tl) t2
| not (isValue t2) —-> App tl (reductionRun t2)

(App (LinAbs tl) v)
| isValue v -> betaReduct v tl

(App (NonLinAbs tl) (NonLinTerm V))
| isValue v —-> betaReduct v tl

a —> a

reduction t =

let t’ = reductionRun t
in if t’ ==t
then t’

else reduction t

4. Implementacao do Calculo Lambda Quéantico

Nesta secdo apresenta-se uma implementacdo do Cdlculo Lambda quantico e uma
adaptagdo para a execucao deste sobre os qubits apresentados na Secdo 1.

Durante operagdes dentro do Calculo Lambda € necessario, muitas vezes, referir-
se a qubits separadamente. Por exemplo, quando se quer aplicar uma porta légica a apenas
um qubit do grupo em questdo. Como ja mencionado, Sabry dispde de valores virtuais
para a realizacdo desse tipo de separacao.

Desta forma, operagdes definidas por Tonder [van Tonder 2004], tais como
let (x, y) = QV (0,1)
in H x
precisam se utilizar de adaptadores que transformam valores virtuais. Isso pode
ser compreendido, de forma bastante simplificada, como
let £t = QV (0,1)
in H (adapt t)

Tal abordagem se mostra suficiente para nossos objetivos.

O uso de uma funcdo de adaptacdo em um valor virtual gera um novo valor virtual
que possui uma tipagem diferente da anterior. Dessa forma, se torna muito custoso manter
um termo dependente do tipo dos qubits, pois em um dnico termo podemos encontrar
qubits virtuais cujas tipagens diferem. Em Haskell, uma forma de abstracdo de tipos
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pode ser alcancgada utilizando a typeclass Typeable. Esses tipos podem ser comparados
em tempo de interpretagcdo, o que possibilita a realiza¢do de operagdes seguras quanto ao
casamento de tipos.

Desta forma, podemos criar estruturas intermediarias para a representacdo de qu-
bits, portas quanticas e adaptadores, as quais abstraem a tipagem real. Estes novos tipos
sdo utilizados em funcdes que definem a aplicacdo de uma porta légica em um qubit;
a adaptac@o de um valor virtual para outro; e o produto tensorial entre valores virtuais,
representado por : &x .

data CnstGate = forall a b.
(Basis a, Basis b) => CnstGate (Qop a Db)
data CnstValue = forall a b c.
(Basis a, Basis b, Basis c¢) => CnstValue (Virt a b c¢)
data CnstAdaptor = forall a b c.
(Basis a, Basis b, Basis c) => CnstAdaptor (Adaptor (a, b) c)

Para a manipulacdo dos novos tipos apresentados, sdo implementadas as seguintes
fungdes: cnstAdapt, que aplica um adaptador, retornando um valor quintico com base
diferente; cnstApp que aplica uma porta quantica a um valor; e cnstTensor, que define
o produto tensorial para constantes. Caso haja uma incompatibilidade entre os tipos das
bases das operacdes ou valores, uma mensagem de erro € enviada.

cnstAdapt :: CnstValue -> CnstAdaptor -> CnstValue
cnstAdapt (CnstValue (v :: Virt a rest u))
(CnstAdaptor (ad :: Adaptor (f1l, £f2) t))
= case egT (@a @t of
Just Refl -> CnstValue (virtFromV v ad)
_ —> error "Cound’t match adaptor with value basis"

cnstApp :: CnstGate -> CnstValue -> IO ()
cnstApp (CnstGate (op :: Qop al a2))
(CnstValue (v :: Virt a3 b c))

= case egT (@al @a2 of
Just Refl -> case egT (@al @a3 of
Just Refl -> appl op v
_ —> error "'Op a a' must match ‘Val a b c'"
_ —> error "need an ‘Op a a‘, not a general ‘Op a b'"

cnstTensor :: CnstValue -> CnstValue —-> IO CnstValue
cnstTensor (CnstValue (vl :: Virt al bl cl))
(CnstValue (v2 :: Virt a2 b2 c2)) =

do composed <- virtTensor vl v2
return $ CnstValue composed

Para contemplar a manipulacdo dos elementos apresentados na Secdo 2, é ne-
cessdrio finalizar a definicdo dos termos em Haskell. Além disso, por motivos de sim-
plicidade, adiciona-se a defini¢ao, varidveis nomeadas (Def) e as keyword let-in (Let).
Finalmente, a definicdo completa dos termos é€:

data LLT =
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Var Int

| NonLinAbs LLT

| NonLinTerm LLT

| App LLT LLT

| LinAbs LLT

| LValue CnstValue
| LAdaptor CnstAdaptor LLT
| LGate CnstGate

| LLT :&x: LLT

| Def VarName

| Let (VarTable LLT) LLT

Para a avaliacdo de expressdes contendo elementos quanticos, estende-se a
definicdo da funcdo de reducdo apresentada na Secdo 3 para os seguintes casos, com
operacdes mondadicas suprimidas:

((LValue vl) :&+*: (LValue v2))
—-> LValue (cnstTensor vl v2)
(LAdaptor ad (LValue v))
-> reductionRun vt $ LValue $ cnstAdapt v ad
(App (LGate g) t1)
-> App (LGate g) (reductionRun vt tl)
(LAdaptor ad t1l)
—> LAdaptor ad (reductionRun vt t1l)
(Def name) -> defTolLLT vt name
(Let vt’ ni)
—-> reduction (varAppend vt vt’) ni
(Vv :&*: v2)
—-> reductionRun vt vl :&%: reductionRun vt v2

O algoritmo de Deutsch é um importante resultado para a computacdo por ser
um dos mais simples exemplos a demonstrar a superioridade da abordagem Quantica
[ Yanofsky and Mannucci 2008]. O algoritmo resolve o problema de descobrir se uma
dada func¢do € constante para todas as entradas. Simplificadamente, essa verificagao € re-
alizada através da avaliacdo da fun¢do em uma entrada em maxima sobreposicao, uma vez
que isso garante a avaliacdo da funcdo sobre todos os valores bdsicos simultaneamente.

Abaixo, a implementacdo do algoritmo de Deutsch sobre os termos, utilizando a
porta Cnot como func¢do de entrada:

deutsch :: LLT
deutsch =
Let [("x1", LGate (CnstGate hGate) ‘App' LValue cnstl),
("x2", LGate (CnstGate hGate) ‘App‘' LValue cnst0)] $
Let [("x", LGate cnstCnot ‘App‘' (Def "x1" :&*: Def "x2"))] $

LGate cnstH ‘App' LAdaptor adaptl (Def "x")

Note que ndo € possivel descrever o algoritmo como

deutsch :: LLT
deutsch =
Let [("x1", LGate (CnstGate hGate) ‘App‘' LValue cnstl),
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("x2", LGate (CnstGate hGate) ‘App‘' LValue cnst0)] $
Let [("x", LGate cnstCnot ‘App‘ (Def "x1" :&*: Def "x2"))
LGate cnstH ‘App‘' (Def "x1")

S

por conta da avaliacao preguicosa. Isso se d4 porque o segundo termo Let jamais
serd avaliado, implicando que a porta Cnot ndo € aplicada ao grupo de qubits.

O seguinte codigo € valido para retomar o valor da base inicial, caso queiramos
voltar a realizar aplicagcdes com ambos os qubits. Porém, leva a outro problema: x2 esta
relacionado a x/ por dois meios: um através do valor virtual que foi adaptado, e outro
pelo novo produto tensorial. Além disso, x2 desafia a defini¢cdo das abstracOes lineares
apresentadas na Secao 3, uma vez que € encontrado duas vezes dentro da expressao.

deutsch :: LLT
deutsch =
Let [("x1", LGate (CnstGate hGate) ‘App' LValue cnstl),
("x2", LGate (CnstGate hGate) ‘App‘' LValue cnst0)] $
Let [("x", LGate cnstCnot ‘App‘' (Def "x1" :&*: Def "x2"))] $
LGate cnstH ‘App' LAdaptor adaptl (Def "x") :&%: Def "x2"

5. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho apresentou-se uma definicio e implementacdo do Célculo Lambda
Quantico para uma implementacao especifica de qubits na linguagem Haskell.

Sabe-se, porém, das limitagdes da abordagem apresentada. Primeiramente, ndao
foi apresentado um método vélido de reversibilidade de operagdes como citado na Secao
2 e 3. Também € importante salientar a limitacdo de expressividade dentro dos termos,
tendo em vista que o uso direto de adaptadores e verificagdes de tipos exige um tratamento
especifico para cada caso.

Como trabalhos futuros, pretende-se ampliar o poder de articulacdo dos termos e
variaveis. A constante necessidade de aplicac@o de funcdes a qubits virtuais representa um
desafio na construgcdo deste projeto. Desta forma, uma implementacdo de uma interface
intermedidria para a manipulagdo de grupos de qubits se faz necessdria para uma escrita
mais amigavel dos termos.

Em sintese, o desenvolvimento de linguagens de programacgdo voltadas para a
computacao quantica se apresenta como um pilar fundamental no avanco tecnoldgico.
Esta conclusido reitera que, ao proporcionar abstragdes e ferramentas que se ali-
nham as especificidades do mundo quantico, abrem-se portas para novas descobertas e
transformacoes na drea, além de permitir uma abordagem de alto nivel e consequente-
mente mais acessivel.
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