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Abstract. This article presents the modeling of Fuzzy Logic operators via Quan-
tum Computing, analyzing the XOR connective that is obtained by the difference
between the union and the intersection between fuzzy sets, also performing evo-
lutions considering the instantiation of the input data.

Resumo. Este artigo apresenta a modelagem de operadores da Logica Fuzzy
via Computacdo Quantica, analisando o conectivo XOR que é obtido pela
diferenca entre a unido e a intersec¢do entre conjuntos fuzzy, realizando ainda
as evolugées considerando a instancia¢do dos dados de entrada.

1. Introducao

A Computacao Quantica (CQ) e a Légica Fuzzy (LF) permitem modelar incerte-
zas de formas distintas oferecendo, no entanto, relevantes beneficios para o desenvolvi-
mento da ciéncia e de novas tecnologias computacionais. A juncao dessas duas areas pode
resultar em uma excelente abordagem para solucionar de forma mais eficiente problemas
complexos da computagdo classica. De um lado, a CQ utiliza fundamentos da Mecanica
Quantica para modelar incertezas de sistemas fisicos de dimensdes nanométricas. Por
outro lado, a LF modela a incerteza na expressao do raciocinio humano e a imprecisdo na
medida de caracteristicas/atributos dos sistemas, através de varidveis linguisticas associa-
das a relagdes de pertinéncia dos Conjuntos Fuzzy (CFs).

Em [de Avila et al. 2023] tem-se um ambiente de simulag¢do hibrida para o pa-
ralelismo e emaranhamento quéntico via arquiteturas distribuidas e multiprocessadas da
computagao cldssica. Portanto, este trabalho foca na interpretacdo de algoritmos flexiveis
via operadores quanticos, considerando a integracio de conceitos da CQ e de fundamen-
tos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy [Acampora et al. 2023].

As relevantes aplicagdes cientificas e tecnoldgicas em diversas areas do conheci-
mento e da computagdo, como na criptografia [Aboughalia and Alkishriwo 2018], e na



geracdo de numeros pseudo-aleatérios [Sharma et al. 2022] motivam os novos estudos
para modelagem do operador XOR.

Neste trabalho, busca-se estender as dreas de estudo do conectivo fuzzy XOR, con-
siderando a abordagem hibrida para algoritmos quantum-fuzzy, provendo interpretacdes
de conectivos da LF via operadores da CQ. Em particular, dentre as vdrias definicdes
de operadores fuzzy X(N)OR [Bedregal et al. 2013a], € considerado a extensdo fuzzy da
abordagem cldssica do XOR definida pela expressdo: x ©y = ((x Vy) — (x A y)).

O presente artigo encontra-se estruturado da seguinte maneira: a Sec¢ao 2 aborda
os conceitos fundamentais da LF necessdrios para compreensdao do desenvolvimento
desta pesquisa, além de realizar uma breve discussdo sobre as transformacoes e circui-
tos quanticos. Na Secdo 3, € exposta a aplicacdo da CQ com o proposito de modelar os
conectivos da LF, os quais auxiliam a progressdo deste estudo. O conectivo XOR, que
constitui o foco deste artigo, € abordado na Secdo 4. Finalmente, na dltima Secdo sao
apresentadas as conclusdes decorrentes do desenvolvimento deste trabalho.

2. Preliminares

2.1. Légica Fuzzy

A 16gica cléssica define as relacdes de pertinéncia de modo rigido (crisp), onde
um elemento pertence ou ndo a um dado conjunto. A Teoria dos Conjuntos Fuzzy ¢ uma
extensao da teoria classica, pois através de uma funcao de pertinéncia é possivel que um
elemento pertenca parcialmente a um conjunto, com um grau de pertinéncia associado.
Considerando um CF A, em um universo de discurso nao vazio, possuindo a fungdo de
pertinéncia representado por fa(x), 0 < fa(x) < 1, sendo [0, 1] o conjuntos de todos os
valores fuzzy, sua expressdo ¢ dada sendo [Klement and Navara 1999]:

A={(x, fax)): xe X}. (D

Uma t-(co)norma € uma fungio 7'(S): [0,1]*> — [0, 1] que € comutativa, associa-
tiva, crescente e satisfaz, respectivamente, T'(x; 1) = x e S(x;0) = x, Vz € [0, 1].

Veja a Tabela 1 ilustrando a classe de t-(co)normas.

Tabela 1. Exemplificando (Co)Normas Triangulares.

Expressoes T(x,y) S(xz,y)

Godel Te(z,y) = min(z, y); Sa(z,y) = max(z,y)
Lukasiewicz Tr(z,y) = max(z+y —1,0); | Sp(z,y) = min(z +y,1);
Produto algébrico Tp(z,y) =2 -y. Sp(z,y)=x+y—x-vy.

Uma negacao fuzzy é uma fungdo N: [0, 1] — [0, 1] que satisfaz as propriedades:

(N1) N(0) =1e N(1) =0;

(N2) E monotdnica decrescente. Se z < y entdo N(x) > N(y), Va,y € [0, 1].
Se a negacao fuzzy satisfaz a propriedade de involutividade:

(N3) N(N(z)) = z,Vx € [0, 1], entdo ela é dita negacio forte.

A negagdo padro (ou negagio de Zadeh) é forte e é expressa por: Ng(z) =1 — z.



O conectivo fuzzy (XOR) E: [0,1]*> — [0,1] € sua construgdo dual, o conectivo
fuzzy (X(N)OR) D: [0,1]*> — [0, 1] sdo definidos pelas propriedades:
El: E(1,1) = E(0,0) = 0e E(1,0) = 1; DI1: D(1,1) = D(0,0)=1e D(0, 1)=0;

E2: E(z,y) = E(y, ®); D2: D(z,y) = D(y, 2);
E3: Se z < y entdo E(0,z) < E(0, y); D3: Se x < yentdao D(0,z) > D(0,y);
Se x < yentdo E(1,x) > E(1,y). Se z < yentdo D(1,z) < D(y, 1).

A operagdo complemento de um CF A, é 0o CF A’ = {(x, fa(x)) : x € X'}, onde
far: X — [0, 1] é dada pela expressdo: fa(x) = Ns(fa(x)) =1 — fa(x),Vx € X.

Seja T' uma t-norma, a intersec¢do entre dois CFs A e B resultano CF AN B =
{(x, fanp(X)): x € X}, cuja fungdo de pertinéncia fsnp: X — [0, 1] é dada por:

fanp(x) = T(fa(x), fB(x)), Vx € X. (2)

Seja S uma t-conorma, a unido entre dois CFs A e B resulta no CF A U B =
{(x, faur(X)): x € X}, cuja fungdo de pertinéncia f4u5: X — [0, 1] é dada por:

faup(x) = 5(fa(x), fB(x)),Vx € X. ®)

As instancias das Eq. (2) e Eq. (3) considerando T’p, Sp e Ng resultam nas expressoes:

Anr, B = {(x, fax)- fe(x)): x € X}; ()
AUsp B = {(x, fa(x) + f(x) — fa(x) - fB(x)): x € X} ©)

Considere a t-conorma S, a t-norma 7' e seja N uma negacdo fuzzy forte.
Em [Bedregal et al. 2013a], definem-se trés classes de conectivos fuzzy XOR, represen-
tados por (E), e as construgdes duais correspondentes aos conectivos fuzzy X(N)OR, de-
notadas por (D). No presente trabalho, iremos considerar uma dessas classes, sendo o
operador XOR obtido da diferenca entre a unido e a intersec¢io entre conjuntos fuzzy.
Assim, considerando a extensao fuzzy dada por [Bedregal et al. 2013b], entdo as fun¢des
Esz,Dsr : [0,1]? — [0, 1] sdo dadas pelas expressdes:

Esr(z,y) = S(x,y) =T(z,y); e Dsr(z,y) = NN(T(z,y))) = N(S(z,y)). (6)

As fungdes Es, 15, Dsp i [0,1]> — [0, 1], usando a t-norma Tp € a t-conorma
Sp dadas na Tabela 1, sdo definidas pelas expressdes:

Esr(z,y) =x+y—2zy; e Dgr(z,y)=1—z—y+2zxy. (7)

2.2. Computacao Quantica

Na CQ, as transformacdes quanticas, ou portas quanticas, sao responsaveis pela
manipulacdo dos estados quanticos. Tais transformacdes podem ser unitdrias, controladas
e de medidas. Elas representam o ferramental matematico amparado nos postulados da
Mecanica Quantica. O bit quantico (qubit) € a unidade basica de informacao na CQ, com-
posto por um vetor unitario e bidimensional com componentes complexos, genericamente
representados na nota¢do de Dirac [Dirac 1939], equacionada como |¢) = «|0) + §|1).
As amplitudes dos respectivos estados s@o « e (3 e influenciam na probabilidade do ele-
mento estar ou nao no conjunto [Cressman et al. 2022]. A medicao € uma operagdo que
realiza a leitura de um qubit, obtendo a informacao contida nele, somente sendo possivel



obter um bit de informacdo do estado de um qubit, tendo perda da informacao nos outros
qubits.

Este estudo considera o modelo de circuitos quanticos, apresentando
notagdes graficas intuitivas para sincronizagdes e composicdes de portas quanticas
unitdrias [Maron 2010]. A porta Toffoli tem sua expressdo matricial representada na Fi-
gura 1. A Toffoli opera sobre trés qubits, sendo os dois primeiros de controle (|1)) e |¢)
indicados na Figura 2, e o terceiro é o qubit alvo (Jw)) que sofre transformagdes (troca de
suas amplitudes) conforme o valor dos qubits de controle [Nielsen and Chuang 2011].
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Figura 1. Expressao Matri- Figura 2. Modelo de circuito quéantico da
cial da Porta T. Porta T.
. 01 ‘
Para a porta NOT, ou Pauli X = 10 [Portugal et al. 2004], se a entrada é:

|¢) = al0) + |1), aplicando X na saida obtém-se: |¢p) = (3]0) + «|1), invertendo as
amplitudes dos estados.

3. Modelagem de Conjuntos Fuzzy Quanticos

Os CFs podem ser obtidos a partir de superposicdes de CFs associados com re-
gistradores quanticos. Interpretacdes das operacdes fuzzy podem ser obtidas através
da composi¢ao de portas quanticas atuantes sobre a definicdo de registradores fuzzy
quanticos. As modelagens apresentadas a seguir serdo desenvolvidas considerando as
fungdes de pertinéncia f, g — [0, 1] associadas com dois CFs A e B, e o par |Sy,) e |Sy,)
de estados [Maron et al. 2013]:

57,0 = V fa(@)1) + V1= fa(D)|0) e [Sg) =V [B(DI1) + V1= fp(0)0).  (8)

As seguintes instincias para os estados |Sa,) e |Sp,) serdo utilizados para realizar
calculos sobre a amplitude dos estados obtidos durante a sua evolucao:

1500 = 211+ 2210y ¢ 155) = L1y + Loy o

3.1. Interpretacao para Complemento de um Conjunto Fuzzy

Em [Mannucci 2006], a operagao de complemento representando a negacgao fuzzy
padrdo € expressa por:

NOT(|S4,)) = /1 — fall) + v/ fal0). (10)

E, a defini¢do da extensdo da operacao NOT Quantica para multiplos qubit € dada por:

NOT(|S1,)) = NOT(®1<ien (f4(0)2 1) (1 = fa(i)Z]0))))- (1)



Em sistemas multiqubits, a anotagdo N O executa a porta NOT no segundo e, NOT5 3,
executa simultaneamente a NOT no segundo e terceiro qubits. Veja nas expressoes:

NOT?(‘Sf1>|Sf2>) = ‘Sf1>®NOT(‘Sf2>); (12)
NOT2,3(|Sf1>‘Sf2>|Sf3>) = ‘Sf1>®NOT(‘Sf2>)®NOT(|Sf3>)' (13)

3.2. Interpretacao para Interseccao entre Conjuntos Fuzzy

A interseccao fuzzy, definida na Eq. (2) na LF, € modelada pelo operador AND, re-
presentado por AN D(|Sy,), |S,,)), utilizando os estados definidos na Eq. (8)a e Eq. (8)b,
¢ obtida pela aplicagdo da transformacao quantica Toffoli (7)) [Maron et al. 2013]:

= T((VFall) + V1= fal0) @ (Vf5I1) + V1~ f5]0) @ |0)).

Pela distributividade do produto tensor tem-se:

AND(|Sf,), V fafBI1L) + v/ fa(l = fp)[100) + /(1 = fa)f5]|010) +

T, (14)
A medicao considera o dltimo qubit. Os estados |S]) e |S() serdo utilizados para re-
presentar a pertinéncia e a nao-pertinéncia, respectivamente. Para o estado |57) = |111)
tem-se uma probabilidade p(1) = f(x;) - g(x;). Assim, para todo x; € X, f(x;) e g(x;)
indicam a probabilidade de x € X estar nos CFs definidos pelas fungdes f4 : X — [0, 1]
e ga: X — [0, 1], respectivamente. Ademais, f(x;) - g(x;) indica a probabilidade de x;
estar na intersec¢ao destes CFs.

Analogamente, a medida do terceiro qubit no estado |0) retorna o estado:

(V fa(1=fB)[100)++/(1=f4) f]010)++/(1—fa) (1= f5)[000)),

S/
%0~

com probabilidade p(0) = 1 — f(i) - g(7), que representa o complemento de A N B, pela
interpretacdo da intersec¢do AN D [Agostini et al. 2018].

Utilizando os estados definidos na Eq. (9) como entrada para calcular a amplitude
da Eq. (14), sdo obtidos os seguintes estados:

AND(|S4,),|88)) = Y[111) + 2100) + ¥8|010) + £2|000). (15)

3.3. Interpretaciao para Unido entre Conjuntos Fuzzy

Sejam |Sy,) e |S,,) estados quanticos representados pelas Eq. (8)a e Eq. (8)b. A
unido dos CFs dada na Eq. (3) estd modelada pelo operador OR, definido pela expressao:

OR(S1,),154:))= S(1S5.):19g,)) = NOT3(T(NOT|Sy,), NOT|Sy,), |0))) =
NOT5(T(v/ faf51000) + v/ fa(l — f5)|010) +/(1 = fa) fB]100) + /(1 — fa)(1 — fp)[110))).

Aplicando a transformacgao Toffoli, tem-se:

OR(|Sy,), =/(1=f4) (1= fB)|110)+ /(1= f4) f|101)+ /Fa(1—fB)|011)4++/f4 f5|001). (16)




Ao realizar a operac¢do de medida no terceiro qubit, no estado da base |1), na constru¢do
definida pela Eq. (16), resulta no estado final:

0y = ! (VA F) [51100)+ v/ Fa(l—f5)011)++/Faf5]001)),
VI = fa)(1 = fB)

com p(l) = (1 — fa)(1 — fp), que indica a probabilidade do elemento x; estar na
operagao da disjungdo entre A e B. Analogamente, ao realizar-se uma medida, mas agora
considerando o estado |0), obtém-se o seguinte estado final |Sy) = |110), com p(1) =
1—((1—= fa)(1 = fB)), que indica a probabilidade do elemento x; estar no complemento
doCF AN B.

E, aplicando os estados dados na Eq. (9), a Eq. (16) retorna:

?\110) + ‘fuow + \f\on) + ?|001>. (17)

OR(‘SAL>7 ‘SBZ>) =

4. Interpretacao e Simulacao para XOR Fuzzy Eg

Sabe-se que o conectivo XOR pode ser obtido da composi¢ao de outros operado-
res, conforme discutido em [Bedregal et al. 2013a]. Dentre as defini¢des de operadores
fuzzy X(N)OR, neste presente trabalho, utiliza-se a diferenga entre a unido e a intersec¢ao
entre conjuntos fuzzy para interpretar o operador fuzzy XOR, denotado por E.. Portanto,
sejam |Sy,) e |S,) estados quanticos representados pelas Eq. (8)a e Eq. (8)b. O conectivo
XOR fuzzy E., definido pela Eq. (6)a, € representado pelo operador quantico XOR,
dado pela expressao:

XOR@(’Sfi>7 ‘Sgi>) = OR(‘Sfi>a ’S9i>) - AND(‘sz')? ’S!]i>)
= NOTs45(T (NOT15(T; > (NOT|Sy,), 1S5,),10))),
NOTy4(T;"*(Sy,), NOT|S,,),10))),10)))- (18)

A Figura 3, ilustra a estruturacao do operador E-, no modelo de circuito quantico.

TO T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9

0 HH

: :l: i pva IV G e I ' :
7z) - B X X | |
0) D i i i @—T
0 x
0) = 5 5 5 5 5 5 ——{x}

Figura 3. Circuito para E, apresentando entradas e evolucao no periodo TO-T9.

Na representacdo gréfica do conectivo E, ocorrem dez etapas de evolugdo tempo-
ral (de TO a T9) estruturados em um sistema de dimensao espacial de cinco qubits.

Assim, de acordo com a coluna T'9 da Tabela 2, apresenta-se apenas os quadrados
dos coeficientes nao nulos dos estados cldssicos (base computacional) em uma evolucdo



temporal das computagdes relacionadas ao operador fuzzy XOR FE. E o estado quantico
€ obtido e descrito pela Eq. (19) logo a seguir:

1©9) = V/(1— fa)(1— fB)|00000) + /(1 — fa)f5[01101) +

VIa(l = [5)[10011) + v/ Faf511000). (19)

Tabela 2. Evolucao Temporal dos Estados Quanticos na Modelagem do XOR E..

‘Amplitudes nao nulas‘ T0 ‘ T3 ‘ 76 ‘ 79 ‘

(1= fa)=(1— fp) | 00000 | 00000 | OOOOO | OOOOO

(1—fa)=fB 01000 | 01100 | 01100 | 01101
fax(1—fB) 10000 | 10000 | 10010 | 10011
fax[B 11000 | 11000 | 11000 | 11000

De um lado, uma medida realizada no 5° qubit (mas relacionada ao estado |1)) do
estado quantico descrito pela Eq. (19) resulta no estado final:

/ _ 1 _ _
90) = e (VO P l010n) + VAl = al10011)), 20)

com a probabilidade correspondendo a expressao: p(1) = 1— f4— fp+2faf5, indicando
o grau de pertinéncia de um elemento x € X no CF A & B obtido pela aplicagdo de um
conectivo fuzzy XOR Eg e tomando f4(x), fp(x) como argumentos.

Por outro lado, uma medida realizada no 5° qubit (referente ao estado |0)) retorna:

1
Via+ fe—2fafB

apresentando uma probabilidade dada por: p(0) = fa + f — 2fafB.

o) = (v/(1 = fa)(1 = fB)]00000) + \/faf5|11000)), (21)

Uma simulacio consistente com os registradores dados na Eq. (19) tomando os
estados iniciais da Eq. (9)a e Eq. (9)b, resulta apés medigdes, nos estados (i) |©') e (ii)
|©&") e suas respectivas probabilidades: (i) p(1) = 50%; (ii) p(0) = 50%.

5. Conclusao

O artigo tem como objetivo demonstrar a utilizagdo da CQ para a modelagem
do conectivo XOR da LF, desenvolvendo sua modelagem e analisando as suas amplitu-
des. Tal modelagem € atrativa pelo fator de obter vantagens tanto da CQ quanto da LF,
podendo solucionar rapidamente problemas complexos da computacgao cldssica de forma
agil. A continua expansao e investimento direcionados ao progresso da CQ ressaltam uma
area interessante para as tecnologias futuras, estando em constante evolug@o, cujo novos
estudos se demonstram relevantes para o seu desenvolvimento. Trabalhos futuros podem
estender esta pesquisa interpretando a constru¢ao dual da porta XOR (Sec¢ao 2) via CQ.
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