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Abstract. This paper comprehensively analyzes the Mach-Zehnder interferome-
ter;, combining mathematical derivation with quantum simulation using Qiskit.
We derive theoretical probability functions for photon detection and validate this
information through systematic computational experiments. The mathematical
framework demonstrates how quantum interference emerges from the unitary
evolution of quantum states through phase shifters. Statistical analysis for se-
lected case studies shows excellent agreement between analytical analyses and
Qiskit simulations, confirming the validity of the quantum model for optical in-
terferometry.

Resumo. Este artigo apresenta uma andlise ampla do interferometro de Mach-
Zehnder combinando derivacdo matemdtica com simulacdo quantica usando
o Qiskit. Derivamos as fungoes tedricas de probabilidade para detecgcdo de
fotons e validamos essas previsoes através de experimentos computacionais sis-
temdticos. O framework matemdtico demonstra como a interferéncia quantica
emerge da evolugdo unitdria de estados quanticos através de portas simulando
defasadores. A andlise estatistica para os estudos de casos selecionados mos-
tra excelente concorddncia entre previsées analiticas e simulacdes no Qiskit,
confirmando a validade do modelo qudntico para interferometria optica.

1. Introducao

O interferémetro de Mach-Zehnder (IMZ) [Pereira 2008, Almeida et al. 2019] € um dos
dispositivos mais fundamentais da 6ptica quantica [Griffiths and Schroeter 2018]. Desen-
volvido independentemente por Ludwig Mach em 1892 e Ludwig Zehnder em 1891, este
interferometro tornou-se uma ferramenta essencial para o estudo da interferéncia quantica
e das propriedades fundamentais da luz.

Este artigo estuda a descri¢do matematica e estrutura do circuito do IMZ, promo-
vendo simulacdo na plataforma Qiskit [IBM 2025, Quantum 2023], para estudos de caso
deste dispositivo, simulados na linguagem Python.

Este estudo visa fornecer uma anélise completa do interferdmetro via trés aborda-
gens complementares:



1. Derivacao analitica: Desenvolvimento rigoroso das fungdes de probabilidade
usando o formalismo de operadores unitarios da mecanica quantica;

2. Simulacao computacional: Implementacio e teste do interferdmetro usando o
framework Qiskit para a validacio experimental;

3. Analise comparativa: Verificagdo quantitativa da concordancia entre predi¢oes
tedricas e resultados simulados.

Nossa maior contribui¢do consiste na demonstragdo detalhada de como os princi-

pios fundamentais da mecanica quantica manifestam-se concretamente no interferometro,
fornecendo tanto a fundamentagcdo matemaética quanto a validacdo computacional.

1.1. Principio de Funcionamento
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Esta configuracdo oferece vantagens tnicas sobre outros tipos de interferdmetros:
permite controle independente das fases de cada brago, facilita a inser¢do de elementos
opticos nos caminhos e proporciona dois portos de saida para andlise simultanea dos
padroes de interferéncia.

1.2. Relevancia na Fisica Quantica

O interferometro desempenha papel fundamental na demonstracdao de conceitos centrais
da mecanica quantica [Hidary 2019]. Ele ilustra diretamente o principio de superposicao,
onde um unico féton existe simultaneamente em ambos os caminhos até ser medido. O
dispositivo também demonstra a natureza probabilistica da mecéanica quantica, onde o
resultado de cada medicao individual € incerto, mas as estatisticas de muitas medi¢Oes
seguem padrdes precisos determinados pelas amplitudes quanticas.

A dualidade onda-particula torna-se evidente no interferdmetro: o comportamento
ondulatério manifesta-se nos padrdes de interferéncia, enquanto a detec¢ao sempre revela
particulas discretas (fétons) em detectores especificos.



2. Fundamentacao Matematica

Esta secdo apresenta operadores, evolucdo temporal e probabilidades resultantes da me-
dida final, apds a execu¢do do IMZ-algoritmo.

2.1. Modelo Quantico do Interferometro

No formalismo da mecanica quantica, o interferometro ¢ modelado como um sistema
linear onde f6tons evoluem por transformacdes unitdrias. Consideramos um espacgo de
Hilbert bidimensional com base computacional {|0), |1)}, representando os dois modos
espaciais do interferdmetro.

2.2. Operadores Fundamentais

O divisor de feixe implementa a transformagdo de Hadamard: H = \/Li <} _11) Esta

matriz é unitdria (H'H = I) e hermitiana (H = HT), e representa uma transformagio
reversivel preservando a norma dos estados quanticos [Nielsen and Chuang 2000]. Fisi-
camente, um f6ton incidente tem 50% de probabilidade de ser transmitido e 50% de ser
refletido.
e 0

0 eié'l .
onde 6, e 6; sdo as fases acumuladas nos modos 0 e 1, respectivamente. Esta matriz é
diagonal e unitéria, representando uma evolugao dispersiva.

O defasador introduz fases dependentes do caminho: P(6y,6;) = <

2.3. Evolucao do Estado Quantico

Iniciamos com um f6ton no modo 0: [¢iyicial) = |0). A evolugdo através do interferémetro
procede em trés etapas.

Na sequéncia, tem-se a evolu¢do temporal do circuito da Fig. 1(b), apresentando
os estados quanticos na simulagdo do interferometro:

1. A porta Hadamard ¢ aplicada ao estado classico |1)y), gerando o estado |t);) des-

crito na Eq. (1);
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2. O estado [¢/q) é transformado no estado |i5) pela ag¢do da porta Phase (P), como
descrito na Eq. (2);
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3. Aplicando a porta H ao estado |t)), obtém-se o estado |¢/3), interpretando a
recombinacao dos caminhos na Figura 1, veja a Eq. (3):
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2.4. Calculo das Probabilidades

As probabilidades de deteccdo para portas de saida sdo obtidas pela regra de Born:

1, . .
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Para simplificar estas expressoes, definimos a diferenca de fase Af = 6, — 6; e aplicamos
identidades trigonométricas. Expandindo os médulos quadrados:
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Analogamente: 1 e — e1|% = 1(2 — 2 cos(AF)) = sin® (£2).

Portanto, as probabilidades finais sdo:

Estas expressoes descrevem o fendmeno da interferéncia quantica no IMZ: as
probabilidades oscilam periodicamente com a diferenca de fase, mostrando interferéncia
construtiva (P(0) = 1) quando Af = 0 e destrutiva (P(0) = 0) quando Af = .

3. Simulacao Computacional na Plataforma Qiskit

Utilizamos o framework Qiskit, na versao 2.0.2, para implementar simula¢des quanticas
do interferometro. O Qiskit fornece simuladores que modelam a evolucdo de sistemas
quanticos, permitindo valida¢do dos resultados tedricos.

3.1. Implementacao do Circuito

O IMZ foi implementado como um circuito quantico com a seguinte estrutura:

Inicializacao: Qubit no estado |0) (correspondente ao féton no modo 0).

Primeira porta Hadamard: Simula o primeiro divisor de feixe.
circuit.h(0) # Aplica transformagdo de Hadamard
Portas de fase: Implementam o acimulo de fase nos diferentes caminhos.

P = np.array ([ #ciracdo da matriz Fase
[np.exp(lj * thetal), 0],
[0, np.exp(lj % thetal)]
1)

gate_p = UnitaryGate (P, label="P")
gc.append(gate_p, [0]) #aplica a matriz fase no qubit

Segunda porta Hadamard: Simula o segundo divisor de feixe.
circuit.h(0) # Recombinacdo dos caminhos
Medicao: Projecdo na base computacional.

circuit.measure (0, 0) # Medigdo no qubit



3.2. Protocolo Experimental

Realizamos experimentos sistematicos cobrindo nove casos representativos:

1. Casos de interferéncia construtiva: A9 = 0 (trés variacdes);
2. Casos de interferéncia balanceada: A = 7 (trés variacdes);
3. Casos intermediarios: Valores diversos de A#f.

Parametros de simulacao:
e Simulador: Qiskit Aer (StatevectorSimulator);
* Shots por experimento: 10000;
* Numero de repeti¢des: 3 por caso;
* Incerteza estatistica esperada: ~ 0.5%.
3.3. Analise Estatistica
Para cada experimento, calculamos:
* Probabilidades observadas e incertezas estatisticas;
* Desvios absolutos em relacdo as previsdes tedricas.

4. Resultados Experimentais

Esta secdo apresenta andlise e visualizacdo grafica dos experimentos.

4.1. Dados Coletados

A Tabela 4.1 apresenta os resultados dos nove experimentos realizados, comparando va-
lores tedricos e observados.

Tabela 1. Resultados de nove testes selecionados do interferometro.

N 6 6 A9 P(0) (%) PQ) (%)
1 7= =« 0 10000 0.00

2 % 3% 0 100.00 0.00

3 0 7 —w 000 100.00
4 m I I 4980 50.20
5 % w3 5004 49.96
6 2r & I 4984 50.16
7 % L 9753 2.47

8§ X m I 8536 14.64
9 L & & 31.00 69.00

4.2. Analise de Concordancia
Os resultados demonstram excelente concordancia com as previsoes tedricas:

Casos de interferéncia construtiva (A = 0): Observamos P(0) ~ 100% nos dois
primeiros casos, confirmando interferéncia construtiva perfeita.

Casos de interferéncia destrutiva (A9 = 7): Observamos P(1) ~ 100% no terceiro
caso, validando a ocorréncia de interferéncia completamente destrutiva, como previsto
teoricamente.



Casos balanceados (A6 = 7): Probabilidades proximas a 50% para ambas as saidas,
demonstrando interferéncia parcial conforme esperado.

Casos intermedidrios: Valores observados seguem precisamente as fungdes cos?(A6/2)
e sin?(Af/2), evidenciando a relagio continua entre Af e as probabilidades de detecgio.

4.3. Visualizacao Grafica

A Figura 2 mostra a comparagdo visual dos experimentos, evidenciando a natureza osci-
latéria das probabilidades de deteccao.
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Figura 2. Probabilidades P(0) e P(1) em funcao de A9 — comparacao entre teoria
(linhas) e experimento (pontos).

A Figura 3 apresenta os histogramas gerados apds operacdo de medida, para os
estudos de casos 1, 3,4 ¢ 8.
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Figura 3. Histogramas.



5. Discussao dos Resultados Simulados

Os resultados confirmam que o comportamento do interferdmetro é completamente deter-
minado pela diferenca de fase A8 = 6,—0,, independentemente dos valores absolutos das
fases individuais. Esta propriedade reflete a natureza relativa da interferéncia quantica:
apenas diferencas de fase entre caminhos alternativos produzem efeitos observéaveis.

A periodicidade das func¢des de probabilidade com periodo 27 em A6 demons-
tra a natureza ondulatéria fundamental da fun¢cdo de onda quantica. Cada ponto na
curva corresponde a uma configuracao especifica de interferéncia, desde construtiva total
(P(0) = 1) até destrutiva total (P(0) = 0).

5.1. Precisao das Simulacoes

A comparacdo entre os resultados tedricos e as simulagdes apresenta pequenas diferencas,
que sdo esperadas devido ao carater probabilistico das medi¢des quanticas. Cada execucao
do circuito, chamada de shot, contribui para a estatistica final. Para N = 10000 shots, a
incerteza padrdo associada as medi¢des pode ser estimada por:

1 1
[ =
2N  24/10000

Ou seja, mesmo em condig¢des ideais, espera-se que os resultados de cada simulagdo
apresentem pequenas variagdes de aproximadamente 0.5% devido a natureza probabilistica
da mecanica quantica.

= 0.5%.

Nos experimentos realizados, os desvios observados entre teoria e simulacdo fi-
caram tipicamente abaixo de 0.3%, ou seja, dentro da faixa de variagdo estatisticamente
esperada. Essa concordancia indica que o modelo teérico utilizado e a implementagao
computacional no Qiskit estdo corretos, reproduzindo fielmente a evolu¢ao unitdria pre-
vista pela mecanica quantica.

5.2. Limitacoes e Consideracoes
As trés principais limitagdes do estudo sdo listadas a seguir.

Modelo ideal: Assumimos divisores de feixe perfeitos (50:50) e auséncia de per-
das, o que simplifica a andlise mas pode diferir de implementacdes experimentais reais.

Ruido classico: Simulacdes quanticas ideais ndo incluem fontes de ruido classico
presentes em experimentos reais (vibragdes mecanicas, flutuagdes de temperatura, etc.).

Decoeréncia: Nao consideramos efeitos de decoeréncia que degradariam a visi-
bilidade de interferéncia em sistemas fisicos.

5.3. Implicacoes para a Fisica Quéantica

Este estudo demonstra como certos principios da mecéanica quantica manifestam-se em

um sistema fisico concreto e experimentalmente realizavel. O interferdmetro serve como

“laboratdrio conceitual”” onde conceitos abstratos como superposi¢ao, interferéncia e medi-
cdo quantica tornam-se quantitativamente precisos e verificiveis. A sinergia entre for-

malismo matem “atico e simulacdo computacional ilustra o poder preditivo da mecanica

quantica e a maturidade das ferramentas de simulagdo quantica modernas.



6. Conclusoes

Este trabalho forneceu uma andlise completa do interferdmetro de Mach-Zehnder, inte-
grando derivagdo matemaética rigorosa com validagdo computacional. Os principais resul-
tados incluem:

(1) Derivacao analitica: Demonstramos rigorosamente que as probabilidades de detec¢ado
seguem as fungdes P(0,1) = cos?, sin*(Af#/2), onde Af é a diferenca de fase entre os
caminhos.

(2) Validacao computacional: Nove experimentos usando a plataforma Qiskit simulam
as solucdes matematicas, com desvios menores que 0.3%, consistentes com limitacoes
estatisticas.

(3) Demonstracao pedagdgica: O estudo ilustra como conceitos centrais da mecanica
quantica (superposi¢do, interferéncia, probabilidades) manifestam-se quantitativamente
em um sistema fisico especifico.

A metodologia desenvolvida pode ser estendida para andlise de interferometros
mais complexos e outros sistemas Opticos quanticos. Os resultados estabelecem uma
base solida para estudos experimentais futuros e demonstram a eficiacia de simulagdes
quanticas para validacdo de modelos tedricos. O interferometro exemplifica a aplicagao
elegante e pedagdgica de algoritmo quéntico, descrevendo matematicamente fendmenos
observaveis e tecnologicamente relevantes.
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