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Abstract. Motivated by the importance of building sparse, efficient and robust
networks, we consider sparse networks with small sum of distances across nodes
(Wiener index) and that are robust (biconnected). In particular, we propose a
novel efficient algorithm to compute the Wiener index for those sparse networks.
The algorithm allows us to exhaustively compute the Wiener index for a class of
graphs with up to 20 vertices, verifying interesting properties of those graphs.

Resumo. Motivados pela importancia de construir redes eficientes e robustas,
apresentamos um algoritmo eficiente para calcular a soma das distdncias em
redes esparsas. Tal indice, também chamado de indice de Wiener, estd relaci-
onado com a eficiéncia da rede. Aplicando o algoritmo, discutimos algumas
propriedades das redes robustas (biconexas) e eficientes (com pequena soma
das distdncias).

1. Introducao

Robustez e efici€ncia sdo duas das caracteristicas desejdveis em sistemas computacio-
nais. Em redes de computadores, por exemplo, robustez refere-se ao fato de as redes
serem tolerantes a falhas, e eficiéncia refere-se ao fato de os caminhos entre os nds serem
curtos. A busca por topologias de redes robustas e eficientes motivou indmeros trabalhos
na intersecao entre redes de computadores, teoria dos grafos e inteligéncia artificial.

Embora robustez e eficiéncia sejam ambas desejaveis, pode haver um compro-
misso entre as duas. Este compromisso se torna mais evidente a medida que o grafo se
torna mais esparso. Considere, por exemplo, que possuimos um or¢amento limitado, que
nos permite construir, para um grafo de |V| vértices, até |E| = |V| 4+ 1 conexdes diretas
(arestas). Nesse caso, € possivel alcancar eficiéncia maxima, por exemplo, conectando
todos os vértices por meio de um né central (semelhante a uma forma de estrela), envol-
vendo n — 1 arestas, conferindo distancias < 2. Em outras palavras, a distancia entre nds
¢ O(1). Entretanto, esta topologia derivada da estrela é muito fragil, tendo em vista que
a remo¢do do no central desconecta os nds restantes. Alternativamente, pode-se ter uma
solu¢do muito robusta, contendo um ciclo envolvendo todos os nds, na qual € impossivel
desconectar quaisquer dois nés com a remog¢ao de um terceiro, mas a distancia entre os
nos serda O(|V|). A topologia derivada a partir do ciclo é mais robusta, mas muito menos
eficiente em comparagdo com a topologia derivada a partir da estrela.

Contribuicao. Dados os critérios acima, visamos responder a seguinte pergunta:
restringindo-se a redes robustas, ou seja, biconexas, quais as topologias mais eficientes, ou
seja, que minimizam o indice de Wiener? Neste trabalho, damos um passo para responder
tal pergunta, desenvolvendo um algoritmo eficiente para calcular a soma das distancias
em uma rede esparsa.



2. Trabalhos relacionados

Dada a importancia do indice de Wiener, existem varios trabalhos com férmulas fechadas
para o indice de Wiener para certas classes de grafos [Graovac and Pisanski 1991].! O
calculo eficiente do indice de Wiener também foi considerado em [Klavzar et al. 1995,
Chepoi and Klavzar 1997, Yeh and Gutman 1994]. Entretanto, ndo conhecemos nenhum
resultado visando o cdlculo do indice de Wiener para grafos esparsos.

E sabido que a soma das distncias em uma arvore pode ser calculada em tempo li-
near [Mohar and Pisanski 1988], mas que o problema de determinar a soma das distancias
em grafos gerais, mesmo no caso em que o nimero de arestas cresce O(n), ndo pode ser
resolvido em tempo sub-quadratico, a ndo ser que a Strong Exponential Time Hypothe-
sis (SETH) seja falsa [Roditty and Vassilevska Williams 2013, Impagliazzo et al. 2001].
Neste trabalho, propomos um algoritmo que, no pior caso, tem complexidade cubica no
ndmero de vértices, mas que para uma vasta gama de redes esparsas mostra-se eficiente.

A relacdo do indice de Wiener com outras métricas de grafos foi extensamente
considerada na literatura [Dankelmann et al. 2009]. Neste trabalho, focamos exclusiva-
mente no indice de Wiener, apresentando um algoritmo que € particularmente eficiente
para grafos esparsos.

3. O indice de Wiener de grafos muito esparsos

Grafos esparsos ocorrem em cendarios nos quais o custo de criacdo de arestas € alto — por
exemplo, em redes elétricas ou redes rodovidrias. A soma das distancias entre os pares
de vértices de um grafo é também chamada de indice de Wiener. E possivel verificar que
para grafos biconexos, por exemplo, dados |E| e |V| no regime em que |E| > 2|V| — 5
existem grafos que ao mesmo tempo minimizam a soma das distancias e sdo bicone-
xos [Bollobds 2004]. Entretanto, para |E| < 2|V|—5 isso ndo é mais verdade. No regime
|E| < 2|V| — 5 precisamos escolher entre reorganizar as arestas para minimizar a soma
das distancias ou preservar a biconectividade.

O meio mais usual de se calcular o indice de Wiener de um grafo genérico
¢ a partir da matriz de caminhos minimos, podendo ser obtida a partir do algo-
ritmo de Floyd-Warshall, de complexidade O(|V|*). Desde pelo menos 1988 existe
um esforco para encontrar maneiras de se calcular o indice de Wiener sem a ne-
cessidade da matriz de caminho minimo, que ¢ um método considerado de forca-
bruta [Paul Manuel, Indra Rajasingh, Bharati Rajan, R. Sundara Rajan 2013].

Neste trabalho buscamos um algoritmo para calcular o indice de Wiener, especi-
almente focados na classe de grafos na qual estamos interessados: a de grafos biconexos
com |E| < 2|V| — 5. Embora o algoritmo seja geral, ele é mais eficiente no regime
esparso. A principal vantagem de se trabalhar no regime esparso consiste na ocorréncia
de muitas sequéncias de vértices de grau 2, os quais chamamos de pontes.> E possivel
utilizar essas premissas para sermos mais eficiente no cdlculo do indice de Wiener. Em
resumo, o algoritmo apresentado tem complexidade O((|V| — [V1] — |V4])?), sendo | V7| e
|V2| o niimero de vértices de grau 1 e grau 2, respectivamente.

'nttps://cstheory.stackexchange.com/questions/17424/
complexity-of-computing-the-average-distance-of-a-graph
2A terminologia é sutilmente diferente daquela usualmente adotada em teoria dos grafos.



3.1. O indice de Wiener por partes

Calcularemos o indice de Wiener por partes, dividindo os vértices em duas categorias: (1)
vértices internos e (2) vértices centrais. Chamamos de vértices internos todos os vértices
de grau 2 ou menos, e de vértices centrais todo o restante, ou seja, de grau 3 ou mais. O
indice de Wiener pode ser calculado pelo somatorio...

1. ... das distancias entre os vértices centrais.

2. ... das distancias entre os vértices internos com os vértices centrais.

3. ... das distancias entre os vértices internos pertencentes a mesma ponte.

4. ... das distancias entre os vértices internos pertencentes a pontes diferentes.

Iremos denotar por We.(G), W,.(G), W,(G) e W,,(G) as somas das distancias corres-
pondentes aos quatros elementos acima. Sendo W () o indice de Wiener do grafo,

W(G) = Wee(G) + Wie(G) + Wy (G) + W, (G).
A seguir, descrevemos como calcular cada um dos termos da soma acima.

3.2. Algoritmos

Nesta secdo apresentamos algoritmos eficientes para encontrar menores caminhos e cal-
cular o indice de Wiener em grafos esparsos. E conveniente que a estrutura de dados uti-
lizada para armazenar o grafo de entrada G seja uma lista/vetor dindmico de adjacéncias,
de modo que seja possivel devolver o grau de determinado vértice em tempo constante.

O procedimento proposto se divide em trés algoritmos. O Algoritmo de
Contracao calcula estruturas bésicas, decompondo o grafo em “pontes” (caminhos onde
todo os vértices internos tem grau 2). O Algoritmo de Distancias entre Dois Vértices
calcula em tempo constante a distancia entre dois vértices usando dados providos pelo
algoritmo anterior. Finalmente, o Algoritmo de Distancias usando Férmulas Fechadas
usa férmulas fechadas para W,,,, W, e W), para calcular o indice de Wiener do grafo G,
usando os dois algoritmos anteriores.

Em particular, o dltimo algoritmo faz uso da matriz de caminhos minimos de G,
grafo auxiliar com os vértices de grau maior ou igual a 3 de (G, gerada pelo Algoritmo
de Contracao. A matriz pode ser calculada usando um algoritmo cldssico para distancias
entre todos os pares de vértices de um grafo, como Floyd-Warshall.

Algoritmo de Contracao. O lago princi-
pal varre todos os vértices e se o grau do vértice for
maior ou igual a trés, ou seja, se for um né central, @ @
0 no6 € incluido em conjunto e serd tratado posteri- @ @
ormente. Finalmente, se o n6 for interno, procede-
se com o tratamento de sua respectiva ponte. Para Figura 1. Multigrafos bico-

cada ponte tratada, inclui-se uma respectiva aresta nexos, |E| = |V| +2
no grafo de saida.

Exemplo do Algoritmo de Contracao. Considere grafos biconexos extrema-
mente esparsos, |E| = |V| + 2. Nesse caso, pode-se verificar que existem apenas 4 tipos
de grafos biconexos, obtidos pela inser¢do de vértices nos multigrafos indicados na Fi-
gura 1. Assim, dado um grafo de entrada, a saida do Algoritmo de Contracao serd um
dos 4 multigrafos apresentadas na Figura 1, bem como o nimero de vértices a ser alocado
em cada aresta do multigrafo.



3.3. Comparativo de desempenho

A seguir, apresentamos alguns resultados que comparam o desempenho do célculo do
indice de Wiener pelo usual algoritmo de Floyd-Warshall contra o algoritmo proposto
neste trabalho. Os experimentos foram executados sequencialmente, ou seja, sem uso de
processamento paralelo, todos em um processador Intel Core i5-3330.

Como era de se esperar, o tempo de execugdo nos grafos biconexos esparsos, com
apenas dois vértices com grau maior que dois, se mostrou quase constante independente-
mente do nimero de vértices, mas apenas do nimero de pontes. As Figuras 2(a) e 2(b)
mostram o comparativo do tempo necessario para a execucao dos dois algoritmos em
grafos biconexos esparsos, com apenas dois vértices com grau maior que dois.

Os graficos apresentados nas Figuras 3(a) e 3(b) mostram o desempenho dos al-
goritmos sendo executados em grafos aleatérios. O modo de geracao de cada grafo se-
guiu um algoritmo simples: inicializamos um grafo com um dado nimero de vértices e,
enquanto este grafo ndo for conexo, criamos uma aresta entre dois vértices arbitrdrios.
Nenhum dos grafos avaliados por essa abordagem € biconexo, e a razdao do numero de
arestas e numero de vértices se manteve em aproximadamente 3.

O histograma da Figura 3 mostra o tempo de execucao em 300 grafos diferentes,
todos com 200 vértices. Nele, fica explicito que, embora o algoritmo que apresentamos
possa ser mais util em determinadas classes de grafos, em alguns casos pode haver um
tempo extra necessario. Estamos atualmente avaliando sob quais condi¢des o algoritmo
proposto € mais vantajoso, e conjecturamos que a vantagem do algoritmo decres¢a com
relacdo ao nimero de arestas, e cresca com o nimero de vértices de grau 1 ou 2.
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Figura 2. (a) Tempo de execucao em funcao do numero de vértices em grafos
biconexos com apenas 2 vértices com grau > 2 e com 5 pontes; (b) Tempo de
execucao em grafos biconexos com 2 vértices com grau > 2, gerados aleatoria-
mente (nimero de vértices distribuido uniformemente entre 20 e 1000)

4. Resultados numéricos para grafos biconexos esparsos

Entre todas as topologias biconexas possiveis com um dado nimero de vértices
e arestas, qual possui o menor indice de Wiener?  Realizamos alguns expe-
rimentos de forca-bruta em grafos relevantes (biconexos). Para tal, usamos o



Wiener index for arbitrarily generated graphs. Wiener index calculation on arbitrarily generated graphs with 200 vertices
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Figura 3. (a) Histograma do tempo de execucao em funcao do numero de vértices
em grafos arbitrariamente gerados; (b) Histograma do tempo de execucao em
diferentes grafos arbitrarios com 200 vértices.

geng [Brendan McKay, Adolfo Piperno 2022]. O tempo de execugao para um dado grupo
cresce em fun¢do nao s6 do nimero de vértices mas também do nimero de arestas. De-
vido a natureza combinatorial do problema, podemos perceber na Tabela 1 que mesmo
para um valor de n tdo pequeno como 18 pode ter o tempo de exploragdo em ordens de
grandeza de fragdes de segundos (| F| = |V| 4 1) até anos (|E| = 2|V| — 6).

Tabela 1. Tempo (segundos) usando geng para gerar exaustivamente topologias

[m/n | 16 | 17 | 18 | 19 ] 20 |
17 0 - - - -
8 0 0 - - -
19 12 12 0 - -
20 95 93 0 0 -
21 608 483 8 8 0
22 4243 2571 308 66 71
23 30890 | 17510 3623 985 746
24 || 226782 | 136300 37951 | 10501 6121
25 || 1245289 | 1036436 393006 | 112077 65796
26 || 1595565 | 1193888 | 3938628 | 1609835 | 471579
27 - * | 26769599 * | 5661408
28 - * | 131226063 * | 51692392

Depois de gerar todos os grafos definidos, calculamos os indices de Wiener. Veri-
ficamos, no conjunto de grafos biconexos avaliados, a seguinte propriedade: dados |V| e
|E|, é sempre possivel encontrar uma rede biconexa dtima, ou seja, que minimiza o indice
de Wiener, na qual no mdximo 2 vértices tém grau maior que dois.

5. Conclusao e trabalhos futuros

Apresentamos um algoritmo eficiente para o célculo da soma das distancias entre os
vértices de uma rede. O algoritmo apresentado € 1til para calcular a soma das distancias
entre vértices em redes esparsas, € se aproveita da classificagdo dos pares de vértices em
quatro categorias: distancias entre vértices centrais, distancia entre vértices internos e



vértices centrais, distancia entre vértices internos numa mesma ponte, e distancia entre
vértices internos em pontes diferentes. Vislumbramos que o algoritmo aqui apresentado
seja util para avaliar o desempenho de redes reais, bem como para propor e resolver con-
jecturas envolvendo o indice de Wiener [Deng et al. 2010].°

A ideia do algoritmo proposto de decompor o grafo em “pontes” (caminhos onde
todo os vértices internos tem grau 2), que podem ser encaradas como contra¢des de partes
do grafo em um unico vértice, € empregrada em outros algoritmos em grafos, e.g., Blos-
som Algorithm. Pretendemos verificar outros algoritmos de distancias em grafos esparsos
que adotam ideias parecidas de contracdo, para comparar com o algoritmo aqui proposto.

Pretendemos também expandir a avaliacdo do algoritmo proposto, em fungdo da
fracdo de vértices com grau 1 e grau 2. Esse tipo de avaliacdo sera realizada com o Con-
figuration Model, onde o grafo aleatério € parametrizado com a sequéncia de graus dos
vértices (em comparagdo ao Floyd-Warshall). Sobre a caracterizagdo do valor 6timo de
Wiener para algumas classes de grafos, pretendemos caracterizar esses grafos, e apresen-
tar propriedades dos mesmos, como o nimero de motifs especiais, bem como determinar
quais familias de grafos tradicionais, como Debruijn, Hipercubo, CubeConnectedCycles
etc respeitam as propriedades apresentadas neste trabalho.
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30 algoritmo proposto neste trabalho, implementado em C, est4 disponivel publicamente em: https :
//github.com/rilpires/sparse_graphs_tools



