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Abstract. Simulation is an interesting alternative to solve Markovian models.
However, when compared to analytical and numerical solutions it suffers from a
lack of confidence in the accuracy of results due to the very nature of simulation,
which is the choice of samples through pseudorandom generation. This paper
proposes a different way to simulate Markovian models by using a Bootstrap-
based statistical technique to minimize the effect of sample choices. The effec-
tiveness of the proposed technique, called Bootstrap Simulation, is compared
to the exact results of numerical solution for a set of examples described using
Stochastic Automata Networks modeling formalism.

Resumo. Simulagcdo é uma alternativa interessante para a solugdo de modelos
Markovianos. No entanto, comparando-a com métodos analiticos e numéricos
percebe-se uma falta de confianca na precisdo dos resultados pela prépria natu-
reza da simulag¢do que escolhe amostras de funcionamento através da geragdo
de niimeros pseudo-aleatérios. Este artigo propoe uma nova forma de simular
modelos Markovianos pelo uso de uma técnica estatistica baseada em Bootstrap
para reduzir os efeitos de escolha de amostras. A eficdcia da técnica proposta,
chamada Simulacdo Bootstrap, é comparada aos resultados exatos obtidos pela
solugcdo numérica de um conjunto de exemplos descritos pelo formalismo de
Redes de Automatos Estocdsticos.

1. Introducao

E possivel representar o comportamento de um sistema real através da descri¢do
dos diferentes estados que o mesmo pode ocupar, indicando como este muda de um estado
para outro no tempo. Um formalismo amplamente utilizado para a representacao de siste-
mas é Cadeias de Markov [Stewart 2009]. Por sua facilidade de representacao, Cadeias de
Markov sdo frequentemente empregadas na modelagem de sistemas computacionais, en-
tretanto, a utilizacdo deste formalismo nao se restringe somente ao ramo da computacao,
mas também é empregado em diferentes dreas da ci€ncia, tais como: biologia, quimica,
fisica, ciéncias sociais, bem como engenharia e administracao [Stewart 2009].

Porém, uma das limitagdes das Cadeias de Markov € a ocorréncia da explosdo do
seu espago de estados, a qual ocorre quando as configuracdes possiveis do sistema au-
mentam significativamente, tornando sua solucao impraticdvel dado os recursos compu-
tacionais disponiveis [Stewart 2009]. Dentre as alternativas de modelagem conhecidas, as
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quais tentam minimizar este problema, sobressaem-se os formalismos estruturados, tais
como, Stochastic Automata Networks (SAN) [Fernandes et al. 1998], Generalized Sto-
chastic Petri Nets (GSPN) [Donatelli 1993] e Performance Evaluation Process Algebras
(PEPA) [Hillston 1996]. A utilizacido do formalismo SAN se sobressai quando comparado
a outros formalismos por apresentar uma forma de representacdo compacta em memoria,
permitindo assim modelar sistemas com maior ndmero de estados, e também por permitir
uma representagdo compacta de interagdes complexas entre os componentes do sistema.

Dentre as solucgdes utilizadas para a resolucao de sistemas através de formalismos,
destacam-se principalmente os métodos numéricos e a simulagdo. Os métodos numéricos
consistem, normalmente, no emprego de métodos matematicos iterativos, tais como o
Método da Poténcia [Stewart 2009], o Método de Arnoldi [Arnoldi 1951] e o Método
GMRES (Generalized Minimal RESidual method) [Saad and Schultz 1986]. A simulagdo
baseia-se geralmente na geracdo de nimeros pseudo-aleatérios que atuam nas decisoes
relacionadas ao disparo de transi¢des no modelo e na interagao entre os componentes do
sistema analisado. A simula¢do também consiste em uma aproximacao da solucdo do
modelo, sendo necessdrio executd-la por um tempo de simulagdo suficientemente grande
para obter-se um conjunto de amostras significativas.

Embora as solugdes numéricas destes modelos apresentem confiabilidade nos re-
sultados, as mesmas deparam-se com limitacdes que estdo ligadas, principalmente, no
que diz respeito a explosao do espaco de estados do modelo. Em relacdo ao forma-
lismo SAN, algumas técnicas para otimizar a resolu¢do de modelos tém sido aprimo-
radas com a finalidade de acelerar a convergéncia na resolu¢do dos métodos iterativos
[Fernandes et al. 1998]. Quando se deseja resolver modelos com um nimero de esta-
dos que ultrapassam a capacidade atual de resolucao dos métodos numéricos, destaca-se
entdo a simulagdo. A simulacdo apresenta-se como uma alternativa viavel por possibili-
tar a exploracdo de métodos e técnicas de armazenamento em memoria de forma menos
complexa que nos outros métodos, tornando possivel a resolu¢do de modelos com um
ndmero de estados ainda maior.

Ao resolver modelos através de simulag@o, um fator de grande relevancia nesse
processo € a precisdo dos resultados. Como a simulagio corresponde a aproximagdes
da solucdo analitica, existem erros associados aos resultados obtidos com simulacio.
Nesse sentido existem diferentes técnicas de simulacdo conhecidas que podem ser apli-
cadas aos modelos Markovianos na tentativa de obter resultados mais precisos, tais
como a simulag@o tradicional [Ross 2002], simula¢do Monte Carlo [Higgstrom 2002]
e simulagdo por amostragem perfeita [Propp and Wilson 1996]. Dentre elas, destaca-se a
simulag¢do tradicional, a qual consiste no disparo de uma trajetéria na cadeia de Markov e
contabiliza a quantidade de visitas em cada um dos estados da cadeia, sendo cada estado
visitado uma amostra da simulacdo. Nesta técnica define-se um estado inicial de forma
arbitraria e também o tamanho da trajetoria. O tamanho ideal da mesma pode ser inferido
através de cdlculos de intervalos de confianca. Por fim, a divisdo da quantidade de amos-
tras coletadas de cada estado do modelo pela quantidade total de amostras define o vetor
de probabilidades resultante do modelo, i.e., a probabilidade do sistema se encontrar em
cada estado.

Utilizada para resolver uma grande variedade de problemas de estimativa em di-
versas areas (e.g., algoritmos de votacdo [Bauer and Kohavi 1999]), a técnica Bootstrap,
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proposta por Efron [Efron 1979], apresenta resultados bastante satisfatérios na reducdo
de “ruidos” observados em algumas aplicagdes. No contexto de simulacdo, esse ruido
corresponde ao erro observado em relacdo a solugao analitica comparada a solucio apro-
ximada por simulacdo. A técnica consiste na reamostragem de uma determinada amostra,
cuja qual, neste contexto, corresponde a um conjunto de valores e ndo mais a um Unico
valor conforme a simulacdo tradicional. Sendo assim, os resultados obtidos através das
médias dessas reamostragens tendem a ser melhores que a média de uma tnica amostra.

Em busca de resultados mais precisos, o objetivo principal deste trabalho é propor
uma nova técnica de simulacdo para solu¢do de modelos Markovianos aplicando a técnica
Bootstrap e evidenciar quantitativamente a precisao dos resultados observados para alguns
modelos ao compara-la com a simulagao tradicional. O foco das comparagdes e andlises
que serdo realizadas neste trabalho serd em relacdo ao vetor de probabilidades resultante
da técnica de simulacdo proposta e o resultado da solu¢do aproximada pelo método itera-
tivo, analisando o erro relativo entre 0os mesmos.

O restante do trabalho segue organizado da seguinte maneira. Na Secdo 2,
apresenta-se brevemente os conceitos do formalismo de Cadeias de Markov, bem como
do formalismo de Redes de Autdmatos Estocdsticos (SAN), ilustrando suas respectivas
representacdes e os modelos utilizados neste trabalho. Na Secdo 3, apresentam-se as
principais caracteristicas empregadas na simulacao de modelos Markovianos. Na Secao 4,
explicita-se a técnica Bootstrap e como esta pode ser empregada no contexto de simulag¢ao
de modelos Markovianos. Na Secdo 5 sdo apresentados alguns resultados obtidos com a
simulag@o Bootstrap comparada com a simulagao tradicional. Por fim, na Secdo 6 € dis-
cutida a conclusio e os trabalhos futuros referentes a este artigo.

2. Formalismos de Modelagem

O emprego de formalismos Markovianos unidos a solu¢des computacionais ba-
seadas em métodos matemadticos para sua resolugdo, apresentam-se como boas préticas
para avaliar o desempenho de sistemas e analisar seus padrdoes de comportamento
[Brenner et al. 2009, Dotti et al. 2005, Bertolini et al. 2004, Sayre 1999]. A seguir sdo
apresentados os formalismos de Cadeias de Markov e de Redes de AutOmatos Es-
tocasticos (SAN), demonstrando suas respectivas formas de representagao.

2.1. Cadeias de Markov

Cadeias de Markov é um formalismo matematico utilizado para a modelagem
de sistemas proposto pelo matemadtico russo Andrei Andreyevich Markov em 1906
[Stewart 2009]. Através deste formalismo o funcionamento dos sistemas pode ser des-
crito através de um conjunto de estados possiveis e de transi¢des entre estes estados. As
transi¢Oes sdo modeladas por um processo estocastico [Stewart 2009] de tempo continuo
ou discreto, as quais sdo definidas por distribui¢cdes de probabilidade exponenciais ou
geométricas respectivamente. Este trabalho ird tratar apenas sistemas de tempo continuo
e espaco de estados discreto.

Na Figura 1, apresenta-se um exemplo de uma cadeia de Markov de um sistema a
fim de facilitar a compreensao da representacdo deste formalismo. Esta cadeia apresenta
os estados S = {00, 01,02, 10, 11, 12} possiveis do sistema representados por circulos e
as setas correspondem as transicdes entre um estado e outro. Estas setas s@o rotuladas por
taxas (fo, f1, M2, - - -» f5) que determinam a frequéncia do disparo das transic¢oes.
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Figura 1. Exemplo de uma cadeia de Markov

Esta mesma cadeia (Figura 1) pode também ser representada através de uma ma-
triz de transicdo, conforme pode ser observado na Tabela 1. Cada linha ¢ e coluna j
da matriz indicam a taxa de transi¢do do estado i para o estado j na cadeia de Mar-
kov, sendo a dimensdo da matriz igual ao espaco de estados do modelo, i.e., a cardina-
lidade do conjunto S dado por |S|. Na resolugdo do sistema de equagdes gerado pelo
modelo, é necessdrio verificar que a matriz de transi¢do seja um gerador infinitesimal' )
[Stewart 2009]. Na Tabela 2, apresenta-se o gerador infinitesimal da cadeia de Markov da
Figura 1, onde adiciona-se o complemento da soma de todos os elementos ndo diagonais
de cada linha a sua diagonal.

Tabela 1. Matriz de Transicao correspondente a cadeia de Markov da Figura 1

J
0(00) 1(01) 2(02) 3(10) 4(11) 5(12)
0 (00) 0 0 0 ha 0 0
1(01)| o 0 m 0 114 0
i 2 (02) M3 U372 0 0 0 M4
4(11) | 0 115 0 0 0 12
5(12) 0 0 145 3Ty [l3T 0

Tabela 2. Gerador () correspondente a cadeia de Markov da Figura 1

—(pa) 0 0 i 0 0

0 —(p1 + pa) o 0 i 0

0= |Eyst 3T —(psmy + psma + fug) 0 0 o
1233 Ho 0 _(/I/f) + /L()) 0 0

0 s 0 0 —(p5 + p2) fh2

0 0 15 3Ty 13T — (s + psm + pgms)

A partir do gerador infinitesimal (), extrai-se um sistema de equacdes na forma
m() = 0, onde deseja-se encontrar o vetor de probabilidade 7 (ndo confundir o vetor
7 com as probabilidades 7; e m multiplicadas pela taxa 3 da matriz), cuja a soma de
seus elementos € igual a 1. Como a resolu¢do de um sistema deste tipo torna-se muito
complexa com o aumento de estados do modelo, um dos métodos mais utilizados para
a obten¢do do vetor 7 € o tradicional método da Poténcia [Stewart 2009]. Este vetor
conterd as probabilidades de permanéncia em cada estado sendo ele a solugdo estaciondria
que, neste caso, baseia-se em um critério de parada que pode ser uma diferenca aceitdvel
entre vetores de duas iteracdes. Para que este método possa ser aplicado, € necessdario
primeiramente transformar o gerador infinitesimal () em uma matriz estocdstica®> P. Este

!Gerador infinitesimal é uma matriz cuja a soma dos elementos de cada linha deve ser igual a zero.
2Uma matriz estocdstica é uma matriz de elementos positivos cuja a soma de cada linha é igual a 1.
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processo corresponde a discretizacdo da matriz () [Stewart 2009] que pode ser realizada
dividindo toda a matriz pelo seu maior elemento A,,,, em médulo, e somando a esta uma
matriz identidade / de mesma dimensao da seguinte forma:

! Q+1 &)

P =
|Amax|

Um dos principais problemas das cadeias de Markov € a explosdo do seu espago de
estados, que ocorre conforme aumentam as configuracdes possiveis (nivel de detalhe) do
sistema que estd sendo modelado. Este fato torna as cadeias de Markov dificeis de serem
tratadas através de uma unica matriz () [Stewart 2009] pois aumenta também a dimensao
da matriz P envolvida no processo iterativo. Para minimizar este problema, formalismos
estruturados como SAN podem ser utilizados.

2.2. Redes de Automatos Estocasticos

Redes de Automatos Estocasticos (SAN) [Plateau 1985] € um formalismo base-
ado em Cadeias de Markov, o qual descreve de maneira modular sistemas complexos
com grandes espacos de estados. Este formalismo consegue aumentar o poder de soluc¢ao
obtido com a utilizacdo de Cadeias de Markov, propondo para tal um novo formato de
armazenamento e solu¢do baseado em algebra tensorial que minimiza o problema da ex-
plosdo do espago de estados [Fernandes et al. 1998].

Um modelo descrito por este formalismo € composto por no minimo dois ou mais
autdmatos, sendo que cada um deles € definido na forma de um grafo constituido de um
conjunto finito de estados e transi¢des entre estes estados, conforme pode ser observado
na Figura 2. O disparo de uma transicdo em um autdmato € dependente da ocorréncia
de um evento. Quando um evento ocorre somente em um unico autdomato, este é de-
nominado evento local (por exemplo, o evento es que ocorre somente no automato A
realiza a transi¢do do estado 1 para o estado 0 neste autdmato). Entretanto, quando um
evento aparece em dois ou mais autdmatos, este € denominado como evento sincronizante,
pois todos os autdmatos envolvidos mudardo seus estados. Por exemplo, a ocorréncia do
evento e; faz com que o autdbmato A) mude do estado 1 para 0 a0 mesmo tempo que
A®) muda do estado 0 para 1. Todo evento possui uma taxa de ocorréncia associada que
pode ser um valor constante ou funcional (i.e., depende da avaliacdo de uma fung¢ao). Por
exemplo, o evento local e, esta associado a uma taxa funcional f cuja a fungdo avalia o
estado do autdomato A" para realizar a transicio no autdomato A®). Neste caso, se A se
encontra em 0, a taxa de ocorréncia aplicada € ji;, caso esteja em 1, a taxa € jio.

No autdomato A®), pode-se também observar probabilidades para diferentes
transi¢des do evento es. Essas probabilidades representadas por m; e 7o definem a proba-
bilidade de rotacdo do evento, i.e., quando da ocorréncia do evento e, A estando em 2
ird para 0 com probabilidade m; ou para 1 com probabilidade 75 (onde 7; 4 75 = 1).

O estado em que um autdmato se encontra em um dado momento é chamado de
estado local, enquanto que o conjunto de estados em que todos os autdmatos se encon-
tram € denominado estado global, o qual corresponde ao estado na Cadeia de Markov
subjacente ao modelo. A cadeia de Markov subjacente ao modelo da Figura 2 € a da
Figura 1, apresentada anteriormente. Esse mapeamento € feito pelas combinagdes de es-
tados possiveis entre A e A) da SAN. Para entender este mapeamento, considere o
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@ Tipo | Evento | Taxa
syn €1 Ho

er es(m) €1 loc € f
e €4 63( 7T2) loc es u3
N loc N 144
o OB
~_
€2
F=1((st AD ==0) x 1) + (st AD == 1) x )]

Figura 2. Exemplo de uma rede de automatos estocasticos

estado local de A igual a 0 e de A® igual a 1, neste caso, o estado global na cadeia
de Markov da Figura 1 € o estado 01. Desta forma, o espaco de estados é calculado pelo
produto cartesiano do espaco de estados de cada autdmato da SAN (chamado de espaco
de estados produto - Product State Space - PSS). No caso do modelo da Figura 2, o PSS
€ 2 X 3 = 6. Entretanto, existem modelos em que o PSS comporta estados que ndo sao
vélidos no comportamento do sistema. Denomina-se este conjunto de estados vélidos (ou
atingiveis) do modelo como espaco de estados atingiveis (Reachable State Space - RSS).

2.3. Exemplos de modelos

Exemplos do uso de SAN podem ser encontrados em diversos trabalhos
[Sales and Plateau 2009, Brenner et al. 2009, Dotti et al. 2005, Bertolini et al. 2004].
Para este artigo, foram selecionados trés modelos: Padrdo de Servico Alternado (Al-
ternate Service Pattern - ASP); Primeiro Servidor Disponivel (First Available Server -
FAS); e Compartilhamento de Recursos (Resource Sharing - RS). Mais detalhes sobre
estes modelos podem também ser encontrados em [Taschetto 2010].

O modelo ASP descreve uma Rede de Filas de Espera [Stewart 2009] aberta em
que alguns servidores apresentam mais de um padrao de atendimento. Neste modelo, tem-
se quatro filas, onde cada uma € representada por um autdmato, cujo o espago de estados
¢ dado por K + 1, sendo K a capacidade da fila. Além disso, os padrdes de servigo sao
representados por um autdomato de P estados, sendo P o nimero de padrdes. O PSS deste
modelo é dado por (K + 1)* x P. Neste modelo, o PSS € igual ao RSS.

No modelo FAS, descreve-se a disponibilidade de /V servidores, onde cada servi-
dor € representado por um autdmato composto por dois estados (disponivel ou ocupado).
Neste exemplo, os pacotes devem ser tratados pelo primeiro servidor, caso este ndo esteja
ocupado. Se o mesmo estiver ocupado, o pacote deve ser tratado pelo segundo servidor
e assim por diante, de maneira que o pacote encontre o primeiro servidor disponivel para
trata-lo. O PSS deste modelo é de 2V estados, sendo o PSS também igual ao RSS.

O modelo RS € um exemplo clédssico do compartilhamento de R recursos entre P
processos. Cada processo € representado por um autdmato composto por dois estados (em
repouso ou em uso). Os recursos sao representados por um autdbmato que indica o nimero
de recursos R em uso. O PSS deste modelo é formado por 27 x (R + 1) estados, porém,
ao contrdrio dos demais modelos, nem todos os seus estados s@o atingiveis (ou validos).
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3. Simulacao de modelos Markovianos

Utilizando métodos numéricos iterativos é possivel resolver um grande nimero
de modelos. No entanto, conforme aumenta-se o espago de estados dos mesmos, esgota-
se a capacidade de resolucdo destes métodos, devido principalmente aos limites dos re-
curso computacionais disponiveis. Devido a este problema, destaca-se entdo a simulacdo
[Ross 2002, Shannon 1998] como uma alternativa para a resolu¢do de modelos com gran-
des espacgos de estados.

Através da simulacdo € possivel manipular os componentes que constituem mode-
los Markovianos, para entao encontrar o vetor de probabilidades resultante da resolug¢ao
dos mesmos. Como este vetor consiste em aproximacoes da solu¢do numérica, 0 nimero
de amostras coletadas deve ser grande suficiente para que os resultados possam se apro-
ximar da solugdo estaciondria. Note que um dos grandes problemas da simulacdo € a pre-
cisdo dos resultados, uma vez que esta consiste na tiragem de nimeros pseudo-aleatérios
para determinar transi¢des no modelo regidas por distribui¢des de probabilidades.

Destaca-se que o vetor de probabilidades serd obtido simulando o RSS de um
modelo SAN. Assume-se, entdo, um conjunto de estados S = {sy, s1, S2, ..., S }, 0 qual
corresponde ao RSS do modelo, a matriz estocastica F” (onde F;; corresponde ao ele-
mento da linha ¢ e coluna j da matriz) e um gerador de nimeros pseudo-aleatérios U (0..1)
[Haggstrom 2002]. A matriz estocdstica P € a discretizag¢do do gerador infinitesimal () do
modelo em questdo. A transi¢c@o entre os estados do modelo na simulag@o ocorre através
de uma fung@o de transi¢do ¢(s;, U), a qual se baseia na tiragem (sorteio) de um valor
uniformemente distribuido entre 0 e 1. O resultado desta funcdo indicard o préximo es-
tado da cadeia de Markov durante a simulacdo, sendo s; o estado corrente. A funcdo de
transicdo € definida genericamente pela expressao a seguir:

so para U €0, Py)
s1 paraU € [Py, Py + P;1)

[7—1 J
sty ={ 5 remv e[S ryr) o
LI=0 =0

s paraU € ZP”" 1

Discutido o processo bésico de simulacdo, que consiste no disparo de uma tra-
jetdria dada pela visita de estados no modelo, pode-se entdo apresentar a adaptacdo da
técnica Bootstrap no contexto de simulagdo de modelos Markovianos.

4. Simulacao Bootstrap

A técnica Bootstrap é aplicada no campo de estatistica para derivar estimativas de
erro padrdo e intervalo de confianca para estimadores complexos de pardmetros comple-
xos da distribuicao. A esséncia dessa técnica é que na auséncia de qualquer conhecimento
prévio sobre uma determinada populacdo A de tamanho infinito, a distribuicdo dos valo-
res encontrados em uma amostra aleatéria A de tamanho n (extraida dessa populacio,
i.e., A C \)éamelhor abordagem para obter a distribuicdo da mesma [Manly 1997]. Em
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outras palavras, a populago infinita observada em apenas n valores da amostra A, cada
um com probabilidade %, € usada para modelar a populacdo desconhecida real.

O conjunto de valores de uma nova amostra K, também de tamanho n (| K| = |A]),
¢ obtido exclusivamente a partir da primeira amostra A, sem que hajam novos valores da
populacdo A, conforme pode ser observado na Figura 3. A principal caracteristica da
técnica Bootstrap é a amostragem com reposi¢ao, i.e., 0s valores que compdem a amostra
podem repetir-se durante tiragens de valores.

Para exemplificar o uso dessa técnica considere que se deseja encontrar a média
de altura da populacdo mundial. Como seria invidvel obter esses valores para toda a
populacdo (conjunto A), apenas uma amostra desta populago é considerada (subconjunto
A). De posse de A sdo realizadas z reamostragens, que correspondem entao ao nimero
de bootstraps, conforme visto na Figura 3, onde K; = {z € K;|Jv € A} ei € [1..z].
Cada bootstrap K; conterd um conjunto de n valores obtidos de A, através de tiragens
pseudo-aleatérias podendo haver repeti¢cdes de valores (i.e., 71 € K;, 1o € K;|z1 = x9).
A média Ty da altura da populacdo é calculada pelas médias g, , Zk,, . . ., Tx. de cada
bootstrap.

PE—— l
BN N

T, K, IK,
T\ TK

Figura 3. Técnica Bootstrap

A técnica Bootstrap objetiva uma melhor precisdo para a média 7 i do que a média
Zx. Além disso, o aumento do numero de bootstraps pode reduzir os efeitos causados por
erros (ruidos) dos geradores de nimeros pseudo-aleatérios que os compdem.

A proposta de utilizag@o desta técnica na simulacdo de modelos Markovianos foi
adaptada de forma que bootstraps fossem integrados a fungdo de transi¢do ¢. Para isso,
gera-se um valor real, uniformemente distribuido entre 0 e 1, e a fun¢do de transi¢@o
¢(s;, U) determina o préximo estado do modelo a ser visitado. A sequéncia de esta-
dos visitados comp0de a trajetéria da simulacdo, a qual corresponde a amostra A definida
anteriormente. A Figura 4 ilustra essa trajetoria, sendo que a cada estado visitado sdo
realizadas tiragens de valores pseudo-aleatdrios que irdo definir os estados que serdo co-
letados em cada bootstrap K;. O nimero de tiragens € igual a quantidade de valores da
amostra A\, ou seja, n valores, que por sua vez ¢ também igual ao tamanho da trajetoria da
simulacdo. As tiragens sdo realizadas de acordo com a geracao de valores inteiros unifor-
memente distribuidos entre 0 e n — 1 através do gerador U para cada bootstrap, ou seja,
z vezes. Na Figura 4, T} (onde ¢ € [1..z]) representa as n tiragens para cada bootstrap
K;. Logo, as n X z tiragens ocorrem a cada passo/transi¢do da trajetoria (no modelo) e
os valores pseudo-aleatérios, retornado pelo gerador U, sdo comparados com uma cons-
tante v qualquer escolhida arbitrariamente também entre 0 e n — 1. Se o valor retornado
pelo gerador for igual a esta constante «, o estado corrente na trajetéria € coletado no
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bootstrap correspondente (K}). Este procedimento se repete para todos os bootstraps até
que o tamanho (n) pré-estabelecido da trajetéria seja atingido. Na Figura 4, |b| representa
este procedimento a cada transi¢ao realizada na simulag¢do. Ao final da simulacdo (i.e.,
quando toda a trajetdria for percorrida), o vetor de probabilidades 7, o qual corresponde a
solucdo do modelo com suas respectivas probabilidades de permanéncia em cada estado,
€ calculado através das médias das probabilidades de permanéncia encontrada para os
estados em cada bootstrap.

Estados

Matriz de Transi¢ao

| S0 s1 S2

50 | 0,10 0,65 0,25
P= s |02 055 020

Estado 52 0,30 0,25 0,45

inicial

| Tempo

o n

o K, K> S
e | T T T, !
PTIIT = S0 S0 S0 i I
o | U(0.7—1) U,(0.n—1) U (0.n—1) |
et 71 s1 S1 onde |b| = 3 : !
RRREEE - 52 52 52 VUL 0.7 — 1) Un(0.72 — 1) U, (0. — 1) | !

(S —
= -

1 T2 -
z o 1‘1[0]+12[0]+ +Iz[0]
S0 S0 S0 P
51 51 — — | Tt
z
2 2 S2 . 1[2]+2o[2) 4+ 47, [2]

Figura 4. Simulacao Bootstrap

O Algoritmo 1 apresenta a aplicagdo da técnica Bootstrap empregada no contexto
de simulacdo. Um fato importante a ser notado na utilizacdo desta técnica é que realizar
tiragens por um ndmero de vezes igual ao tamanho n da trajetéria pode tornar-se impra-
ticdvel computacionalmente. Devido a este fato, ao invés de realizar n tiragens para cada
bootstrap, serdo realizadas n tiragens, onde n << n. Para avaliar a influéncia na redugao
de n para n tiragens, foi calculada a probabilidade de um mesmo valor ser coletado 7 + 1
vezes durante n tiragens. Se essa probabilidade for significativa, significa que o nimero
de tiragens 7 ndo € suficiente, visto que uma chance alta de um mesmo valor repetir-se
mais de n vezes, por exemplo, ird afetar a precis@o dos resultados. Este cdlculo € reali-
zado baseado no problema cléssico conhecido como The Birthday Problem [Aczel 1998]
- equacdo (3) - o qual consiste em descobrir as chances de em um conjunto de pessoas,
escolhidas aleatoriamente, existirem pares que facam aniversario na mesma data.

n' 1 n+1
Probabilidade =1 — | ————— x | — 3)
(n—n+1)! n
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A fim de determinar um valor satisfatério para n, definiu-se 7 = 20 para o cdlculo
das probabilidades dada pela equacio (3). Neste caso, quando n > 10%, a probabilidade
de um mesmo valor ser obtido 20+1 vezes com n tiragens é inferior a 2%. E importante
mencionar também que as tiragens de valores, que eram realizadas uniformemente entre
0 en — 1, s@o agora realizadas entre 0 e 7 — 1 para manter a probabilidade de %

Algoritmo 1 Simulagdo Bootstrap

1: a « U(0..n — 1) {inicializa¢do da constante o com um valor pseudo-aleatdrio entre 0 e n — 1}
2: w «— 0 {inicializa todas as posi¢des do vetor de probabilidades T}
3: K « 0 {inicializa todos os z bootstraps K }
4: s, < sg {escolha arbitrdria de um estado corrente s inicial}
5: { percorre a trajetoria de tamanho n }
6: fort =1tondo
70 8q — @(sc,U(0..1)) {determina o estado destino sq a partir de s. dado o resultado de U (0..1)}
8: forb=1tozdo
9: for c = 1tondo
10: if (U(0..n — 1) == «) then
11: Kyp[sq] «— Kp[sa] + 1 {incrementa Ky[s4) toda vez que o valor da tiragem for igual a o}
12: s < sq {atualiza o estado corrente s.}
13: for b = 1to z do
14: w0
15 fori = 1to|RSS|do
16: w «— w + Kp[i] {calcula em w a soma total dos valores acumulados no bootstrap K}
17:  fori = 1to |RSS|do
18: Tp[i] — K%M {calcula em Ty, as probabilidades do estado i para o bootstrap Ky}
19: for i = 1to |RSS| do
20:  forb=1tozdo
21: w[i] — w[i] + ZTp[d]
22:  wli] « @ {calcula em m a média dos bootstraps}

No Algoritmo 1, note que entre as linhas 1 e 4 sdo realizadas as inicializa¢Oes das
varidveis e vetores utilizados no emprego da técnica no contexto de simulacio. As tiragens
armazenadas nos bootstraps percorrendo toda a trajetoria de tamanho n ocorrem da linha
6 até a linha 12. Entre as linhas 13 e 18, sdo calculadas as probabilidades dos estados
do modelo em cada bootstrap. E, finalmente, entre as linhas 19 e 22, sdo calculadas as
médias das probabilidades de cada estado no vetor 7 a partir dos bootstraps.

Na secdo seguinte, apresentam-se os resultados numéricos da simulagc@o Bootstrap
para os modelos SAN mencionados na Se¢do 2.3.

5. Experimentos numéricos

Nesta secao serdo feitas comparacdes dos resultados da simulacdo tradicio-
nal com a simulacdo Bootstrap, considerando o erro relativo médio em relacdo a
solugdo aproximada obtida por método iterativo implementado na ferramenta PEPS
[Brenner et al. 2007].

Para a realizacdo dos testes, os modelos da Se¢do 2.3 foram parametrizados da
seguinte maneira: modelo ASP - filas com capacidade para dois clientes (K = 2) e dois
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padrdes de servico (P = 2); modelo FAS - nimero de servidores igual a 9 (N = 9); e
modelo RS - 10 processos (P = 10) e 5 recursos (R = 5).

Uma questdo ainda em aberto para a utilizagdo desta técnica € a defini¢do de um
numero eficiente de bootstraps. Para os graficos apresentados nesta sec¢do, este nimero
foi fixado em 10 de forma arbitraria. Um estudo sobre diferentes quantidades de boots-
traps, bem como o impacto no tempo de execucao da simulacdo pode ser encontrados em
[Taschetto 2010].

Os resultados das simulacdes sdo apresentados na Figura 5, considerando intervalo
de confiancga de 95% para 50 execugdes, sendo que o eixo = de cada grafico corresponde
ao tamanho da trajetéria em cada execugdo e o eixo y o erro relativo. A linha pontilhada
representa o erro relativo mdximo dentre os estados e as barras correspondem ao erro
relativo médio entre eles.

Observando os gréficos referentes ao modelo ASP - (a) e (b) - nota-se que os
resultados obtidos para a simulacdo Bootstrap demostraram maior precisao com a reducao
do erro relativo médio para a simulagdo de trajetdrias de todos os tamanhos. Destacando
a simulacdo da ultima trajetdria, o erro relativo médio que € de 0,0061 na simulagdo
tradicional cai significativamente para 0, 0009 na simulacdo Bootstrap.

Comparando os resultados obtidos para o modelo FAS - gréficos (c) e (d) - nota-se
também uma redu¢do nos erros relativos médios na simulagdo Bootstrap para trajetdrias
maiores que 10°.

Em relacdo ao modelo RS, a simulacdo Bootstrap apresenta resultados similares
aos resultados da simulacdo tradicional (e.g., na trajetéria de tamanho 10°, o erro rela-
tivo médio na simulacdo tradicional foi de 0, 0010; enquanto que na simulacdo Bootstrap
o erro foi de 0,0011). No entanto, mesmo ndo obtendo ganhos de precisdo, a mesma
continua garantido um baixo erro relativo médio.

E fato que aumentar o tamanho da trajetéria de simulacio garante maior precisdo,
i.e., a queda do erro relativo médio, para qualquer técnica de simulagdo. Como pode-
se notar nos graficos da Figura 5, a simulacdo Bootstrap apresentou de maneira geral
ganhos de precisdo para um mesmo tamanho de trajetéria a partir de n = 107 quando
comparada a simulag@o tradicional. Ressalta-se que no pior caso (modelo RS) a mesma
obteve praticamente a mesma precisdo da simulacgdo tradicional.

6. Conclusao

A principal contribui¢do deste artigo € propor a adaptacdo da técnica Bootstrap
no contexto de simulacdo de modelos Markovianos no intuito de aumentar a precisao
das probabilidades resultantes. Foram obtidos resultados satisfatorios para esta técnica,
reduzindo, na maioria dos casos observados, o erro relativo médio e maximo em relacao
aos resultados da simulacdo tradicional.

Em relagdo a precisdo dos resultados obtidos com a aplicagdo destas técnicas de
simulacdo, conclui-se que os mesmos apresentaram melhor precisdo com a técnica Bo-
otstrap, levando em consideragdo principalmente os indices para trajetorias maiores do
que n = 10° para os modelos analisados. Quanto 2 simulacdo tradicional, pode-se di-
zer que embora tenha apresentado erros maiores para trajetérias de menor tamanho, esta
contém o melhor custo beneficio quando a precisdo requerida ndo for muito grande, uma
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Figura 5. Resultados das simulacoes tradicional e Bootstrap

vez que esta técnica requer menor custo computacional em relagdo a simulacdo Boots-
trap. Apesar disso, pelas vantagens oferecidas em relagdo a precisdo, a técnica Bootstrap
pode ser facilmente paralelizada a fim de reduzir o tempo de simulagdo, e consequen-
temente diminuir o seu custo computacional. Um estudo mais detalhado em relacdo ao
tempo de processamento das técnicas de simulacdes empregadas neste artigo podem ser
encontrados em [Taschetto 2010].

Uma das motivacgdes para este trabalho é que métodos numéricos iterativos (como
por exemplo, o método da Poténcia) possui uma solugdo aproximada, porém proxima
da exata. Entretanto, os limites computacionais ndo permitem a solu¢do para modelos de
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larga escala. Entdo, uma solucao numérica alternativa € a simulacao destes modelos. Visto
que a simulacdo utiliza um gerador pseudo-aleatorio para determinar as transi¢des em uma
trajetéria de maneira probabilistica, técnicas estatisticas (como por exemplo, Bootstrap)
podem ser empregadas de maneira eficiente, atenuando os “ruidos” eventuais do gerador.

A simulacdo de modelos Markovianos é um eixo muito importante no contexto de
avaliacdo de desempenho de sistemas, pois possibilita a obtencdo de indices de desem-
penho ou previsdes de comportamentos em modelos cada vez mais complexos (i.e., com
grandes espacos de estados). Modelos descritos através do formalismo SAN destacam-se
no contexto de modelagem de sistemas, pois este formalismo permite um grande poder
de abstracdo de forma compacta e modular, inclusive para interagdes complexas entre os
componentes do sistema, i.e., interagdes representadas na forma de transi¢des funcionais,
onde o disparo destas transi¢cdes depende da avaliacdo de uma fungao.

O estudo apresentado neste artigo permite a proposta de trabalhos futuros volta-
dos para a solu¢@o de modelos Markovianos através de simulacdo, tais como: (i) impacto
do niimero e do tamanho dos bootstraps - ainda é necessario um estudo mais aprofun-
dado para relacionar o impacto do nimero de bootstraps (2), bem como o valor de rea-
mostragens (n) a serem efetuadas em cada bootstrap, no custo computacional e na pre-
cisdo dos resultados; (ii) categorizacdo de modelos - modelos com taxas que determinam
transi¢des muito raras podem apresentar comportamentos diferentes e influenciar na pre-
cisdo dos resultados. Como pode ser observado, o modelo RS, ao contrdrio dos demais
utilizados neste trabalho, ndo demonstrou diferencas significativas na precisao utilizando
as duas técnicas. Dito isso, identificar possiveis classes de modelos para aplicar diferen-
tes técnicas de simulacdo, ou até mesmo propor uma nova técnica que apresente melhor
eficiéncia em termos de precisdo, € um trabalho futuro a ser realizado; (iii) paralelizacdo
da simulagdo Bootstrap - visto que a tiragem dos valores pseudo-aleatdrios para o bo-
otstrap € totalmente independente da tiragem para outro bootstrap, esta tarefa poderia
perfeitamente ser paralelizada a fim de reduzir o custo computacional da técnica.
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