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Abstract. A cut tree is a combinatorial structure that represents the edge-
connectivity between all pairs of nodes of an undirected graph. Cut trees are
used in applications to solve graph connectivity problems, graph partitioning
and clustering, routing and in the analysis of complex networks, including so-
cial networks, biological networks, among others. This paper presents a pa-
rallel version of the classical Gomory-Hu cut tree construction algorithm. The
Gomory-Hu algorithm makes multiple calls to a minimum cut algorithm. Mi-
nimum cuts are computed in contracted graphs obtained from the input graph.
This paper presents an efficient strategy to compute the contracted graphs. The
proposed strategy allows processes to take advantage of previously contracted
graphs instances. The proposed algorithm was implemented using MPI and ex-
perimental results are presented for several families of graphs demonstrating
the performance gains of the proposed strategy.

Resumo. As árvores de cortes representam, de forma compacta, a aresta co-
nectividade de um grafo. Suas aplicações são diversas, incluindo roteamento,
avaliação de conectividade, particionamento e agrupamento em grafos, além
da análise de redes complexas, incluindo redes sociais, redes formadas a partir
de dados biológicos, entre outras. Neste trabalho é apresentada uma versão
paralela de um dos algoritmos clássicos para a construção de árvores de cor-
tes, o algoritmo de Gomory-Hu. Este algoritmo faz múltiplas chamadas a um
procedimento que encontra um corte de arestas de capacidade mı́nima entre
dois vértices. Para encontrar os cortes mı́nimos, o algoritmo faz contrações de
vértices do grafo de entrada. A principal contribuição do algoritmo apresen-
tado neste trabalho é a especificação de uma estratégia eficiente que permite
que processos aproveitem instâncias de grafos contraı́dos em passos anterio-
res. O algoritmo proposto foi implementado em MPI e resultados experimentais
são apresentados para diversas famı́lias de grafos, demonstrando os ganhos de
desempenho da estratégia proposta.

1. Introdução
As árvores de cortes são estruturas combinatórias que representam, de forma
compacta, a aresta conectividade entre todos os pares de vértices de um grafo
[Nagamochi and Ibaraki 2008]. A aresta conectividade entre um par de vértices s e t é
a capacidade de um s-t corte mı́nimo. As árvores de cortes são utilizadas na solução de
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importantes problemas combinatórios incluindo: roteamento [Duarte Jr et al. 2004], par-
ticionamento e agrupamento em grafos [Engelberg et al. 2006], entre outros. As árvores
de cortes também possuem aplicações na análise de redes complexas, análise de dados
biológicos [Tuncbag et al. 2010], análise de redes sociais [Kamath and Caverlee 2011]
entre outras.

Existem dois algoritmos sequenciais clássicos para encontrar a árvore de cor-
tes de um grafo com capacidades nas arestas: o algoritmo de Gomory e Hu
[Gomory and Hu 1961] e o algoritmo de Gusfield [Gusfield 1990]. Ambos os algorit-
mos são similares já que fazem chamadas a um procedimento que calcula subproblemas
de cortes mı́nimos entre pares de vértices n � 1 vezes para um grafo com n vértices. A
principal diferença entre os dois é o fato de que o algoritmo de Gusfield descobre os n�1
cortes mı́nimos sobre o grafo de entrada e o algoritmo de Gomory-Hu realiza contrações e
calcula os cortes mı́nimos sobre instâncias de grafos contraı́dos. Para realizar contrações
de vértices, o algoritmo de Gomory-Hu exige a manipulação de estruturas de dados não
triviais.

Versões paralelas para os algoritmos de Gusfield e Gomory-Hu foram apresen-
tadas, respectivamente, em [Cohen et al. 2011] e [Cohen et al. 2012]. De maneira geral
ambas as versões paralelas dos algoritmos para construção de árvores de cortes utilizam
a arquitetura mestre-escravo para paralelizar os cálculos dos s-t cortes mı́nimos. O pro-
cesso mestre distribui tarefas com pares de vértices s e t para os processos escravos. Estes,
por sua vez, resolvem subproblemas de s-t cortes mı́nimos e enviam a resposta ao pro-
cesso mestre. O processo mestre, ao receber as respostas dos processos escravos, atualiza
a árvore e envia novas tarefas. O algoritmo termina com a árvore de cortes construı́da
quando não existirem mais vértices a serem separados pelo procedimento de s-t corte
mı́nimo. Experimentos anteriores com versões paralelas do algoritmo de Gomory-Hu
mostraram que as construções do grafos contraı́dos demandam muito tempo, chegando a
consumir, em muitos casos, a metade do tempo de execução [Cohen 2013]. Implementar
de maneira eficiente este procedimento no algoritmo paralelo de Gomory-Hu não é trivial,
uma vez que os escravos não têm acesso a estruturas de dados compartilhadas.

Este trabalho propõe uma estratégia eficiente para realizar as contrações na versão
paralela do algoritmo de Gomory-Hu. A ideia principal é fazer com que os processos es-
cravos aproveitem instâncias de grafos contraı́dos de passos anteriores sem a necessidade
de refazer todas as contrações no grafo de entrada na execução de cada tarefa. De forma
geral, a implementação dessa otimização requer que o processo mestre tenha controle
sobre as tarefas que foram enviadas para cada escravo, armazenando-as para que sejam
utilizadas quando as respostas chegarem. Os processos escravos, por sua vez, precisam
tomar decisões sobre quando aproveitar, ou não, uma instância de grafo contraı́do.

Para avaliar a eficiência desta versão foram realizados experimentos em um clus-
ter de alto desempenho. Foram realizados testes de speedup e comparativos entre as
versões paralelas preexistentes. Os experimentos foram feitos em vários conjuntos de
instâncias que incluı́ram grafos sintéticos e grafos reais. Os resultados demonstram spe-
edups próximos de lineares para a maioria das instâncias. Nas comparações é possı́vel
comprovar os ganhos obtidos com a estratégia proposta.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. Na seção 2 são descritas as
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versões sequencial e paralela do algoritmo de Gomory-Hu. Na seção 3 é apresentado o
algoritmo proposto. Na seção 4 são apresentados os resultados experimentais e na seção
5 seguem as conclusões finais.

2. O Algoritmo de Gomory-Hu
Esta seção inicia com uma descrição do algoritmo de Gomory-Hu sequencial, seguida de
uma descrição da versão paralela deste algoritmo.

2.1. O Algoritmo de Gomory-Hu Sequencial

Considere o problema de descobrir a aresta conectividade entre todos os pares de vértices
de um grafo capacitado. Seja G = (V,E, c) um grafo tal que V é o conjunto de vértices, E
é o conjunto de arestas e c é uma função c : E ! R+ chamada de capacidade das arestas.
A aresta conectividade entre um par de vértices s e t pode ser calculada aplicando um
algoritmo de fluxo máximo que encontra um s-t corte mı́nimo. Um s-t corte é uma partição
{S, S} do conjunto de vértices V que obrigatoriamente separa os vértices s e t, ou seja,
s 2 S e t 2 S. A solução trivial é calcular os s-t cortes mı́nimos entre todos os pares
de vértices. Gomory e Hu [Gomory and Hu 1961] mostraram que existem exatamente
|V | � 1 cortes que incluem ao menos um corte mı́nimo entre cada par de vértices do
grafo. Esses |V | � 1 cortes são representados sucintamente através de uma árvore de
cortes. Em seguida uma descrição geral do algoritmo de Gomory-Hu é apresentada.

A Figura 1 mostra um grafo exemplo e a árvore de cortes correspondente. A
árvore de cortes descreve a aresta conectividade entre todos os pares de vértices do grafo.
Assim, por exemplo, entre os vértices 3 e 7 do grafo G, temos um s-t corte mı́nimo
{S, S} = {{0, 1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7}} de capacidade c(S, S) = 5. Na árvore T a aresta
{3, 5} é a de menor capacidade entre os vértices 3 e 7 e a remoção dela induz um s-t corte
mı́nimo em G.

Para auxiliar a descrição do Algoritmo 1, o termo nodo refere-se aos vértices da
árvore de cortes. O algoritmo, incluindo processo de contração apresentado na linha 4,
será explicado em seguida.

Algoritmo 1: Algoritmo Sequencial de Gomory-Hu
Entrada: G = (V,EG, cG) um grafo não dirigido e com peso nas arestas
Saı́da: T = (V,ET , cT ) uma árvore de cortes de G

1 T  (VT = {V }, ET = ;);
2 enquanto 9X 2 VT tal que |X| > 1 faça
3 escolha um nodo X 2 T ;
4 contraia G para formar G0;
5 escolha dois vértices s, t 2 X ;
6 calcule o s-t corte mı́nimo em G0;
7 atualize T ;

8 retorne T

Seja G = (VG, EG, cG) o grafo de entrada com peso nas arestas. O algoritmo
inicia a árvore T = (VT , ET , cT ) com um nodo representando todos os vértices do grafo
de entrada tal que VT = {VG} e ET = ;. Seja G0 = (V 0G, E

0
G, c

0
G) o grafo contraı́do

iniciado com G0 = G. Em cada iteração, o algoritmo escolhe um nodo X 2 VT da
árvore T , tal que |X| > 1, designado de pivô. O algoritmo busca todos os vértices das
componentes conexas na árvore T \ X . Os vértices dessas componentes conexas serão
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Figura 1. Um exemplo de grafo com peso nas arestas e sua árvore de cortes
correspondente.

denotados por X1, X2, . . . , Xk, respectivamente. O grafo contraı́do G0 é construı́do de
forma que cada conjunto de vértices Xi é contraı́do em um único vértice. Tal grafo será
denotado por G0 = G\X1, X2, . . . , Xk. Dois vértices s, t 2 X são escolhidos. Calcula-se
o corte mı́nimo entre s, t sobre o grafo contraı́do G0 obtendo a partição {S, S} e o valor
do corte c(S, S). São criados dois novos nodos Xs, Xt na árvore T tal que Xs = {X \S}
e Xt = {X \S}. Uma nova aresta e = {Xs, Xt} com c(e) = c({S, S}) é adicionada a T .
Para cada aresta e0 = {X, Y } 2 ET incidente em X e Y na árvore T , verificamos em qual
lado do s-t corte mı́nimo {S, S} os vértices pertencentes ao nodo Y estão. Caso estejam
no lado S então liga-se o nodo Xs a Y formando a aresta {Xs, Y }. Caso contrário liga-se
o nodo Xt a Y formando a aresta {Xt, Y }. O algoritmo atualiza a árvore de tal forma
que o conjunto de vértices seja VT = (VT \ {X}) [ {Xs, Xt} e o conjunto de arestas seja
ET = ET [ {e}.

O algoritmo iterativamente computa cortes para |V | � 1 pares de vértices. Estes
pares são escolhidos de um conjunto de nodos na árvore T que contêm vértices ainda não
separados pelos cortes até então calculados. Os cortes são computados sobre instâncias
de grafos contraı́dos que são são construı́dos a partir da estrutura parcial da árvore e do
grafo de entrada.

2.2. O Algoritmo de Gomory-Hu Paralelo

Em [Cohen et al. 2012] os autores apresentam uma versão paralela do algoritmo de
Gomory-Hu. Os autores fizeram a sua implementação utilizando a biblioteca MPI se-
guindo a arquitetura mestre-escravo. O processo mestre é responsável por realizar as
atualizações na árvore em construção e gerar instâncias do problema do s-t corte mı́nimo
para os processos escravos. Esses constroem instâncias de grafo contraı́do e calculam o
s-t corte mı́nimo retornando ao mestre o resultado. A estratégia, segundo os autores, é a
do menor esforço, uma vez que os processos escravos calculam os s-t cortes mı́nimos sem
sincronismo, apesar da possibilidade de alguns cortes invalidarem outros.

Seja p o número total de processos e proc0, proc1, ... , procp�1 os processos que
executam o algoritmo paralelo de Gomory-Hu. Cada processo, ao iniciar, mantém uma
cópia do grafo de entrada G = (VG, EG, cG). O processo mestre, identificado como proc0,
inicializa a árvore T = (VT , ET , cT ), escolhe um nodo pivô X 2 VT tal que |X| � 2. Em
seguida é criada uma tarefa, composta por um par de vértices s, t 2 X e uma partição
que associa os vértices do grafo G aos vértices do grafo contraı́do. Os vértices s, t são
escolhidos e a partição é criada da seguinte forma: cada vértice do nodo pivô recebe um
número sequencial único; esses são os vértices que não sofrerão contração. Os demais
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vértices serão numerados de acordo com a sua componente conexa. O processo mestre
envia para cada processo escravo procs, s > 0, uma tarefa e fica aguardando as respostas.

Um processo escravo procs, por sua vez, recebe a tarefa do processo mestre e
constrói um grafo contraı́do G0. A construção do grafo contraı́do consiste em percorrer
a lista de arestas do grafo de entrada e determinar, para cada uma delas, se existe uma
aresta correspondente no grafo contraı́do G0. Em seguida, com o par de vértices s e t, o
processo procs resolve um problema de s-t corte mı́nimo e devolve para o processo mestre
uma resposta composta pelos vértices s e t recebidos na tarefa e pelo s-t corte mı́nimo.
O processo mestre recebe de procs a resposta e verifica se o par de vértices s e t estão
contidos no mesmo nodo da árvore. Caso estejam, a árvore T será atualizada. No passo
seguinte, o processo mestre escolhe um novo nodo pivô e envia uma nova tarefa para procs
e processa outras respostas ou fica aguardando outro processo escravo se comunicar.

A atualização da árvore deve ser feita de forma serial pois não são permitidas
atualizações concorrentes. Essa caracterı́stica faz com que o mestre processe uma resposta
de cada vez. Algumas respostas poderão ser descartadas, já que os vértices s e t podem
já ter sido separados por outra atualização de T resultante de outro s-t corte mı́nimo
encontrado por outro processo.

A descrição do Algoritmo 2 mostra a versão paralela do algoritmo de Gomory-Hu
em alto nı́vel, em que as operações envie e receba correspondem às funções de troca de
mensagens da biblioteca MPI. Na seção seguinte será apresentado o algoritmo com as
otimizações e com um nı́vel maior de detalhamento.

Algoritmo 2: Algoritmo Paralelo De Gomory-Hu
Entrada: G = (V,EG, cG) , procj , 0  j < p processos
Saı́da: T = (V,ET , cT ) uma árvore de cortes de G

1 se procj = 0 então
// processo mestre

2 T  {{VG}, ;} ;
3 distribua tarefas para todos os processos;
4 enquanto |VT | < |VG| faça
5 receba de procj resposta (s,t,S), onde {S, S} é um s-t corte mı́nimo de G ;
6 se os vértices s, t não estão separados então
7 atualize a árvore ;
8 se existirem nodos com mais de dois vértices em T então
9 envie nova tarefa para procj ;

10 retorne T ;
11 senão

// processo escravo
12 enquanto receber tarefas faça
13 receba tarefa (s,t,partição);
14 se tarefa = fim então
15 termine;
16 construa grafo contraı́do ;
17 calcule s-t corte mı́nimo entre s e t ;
18 envie reposta (s,t,S) para proc0;

3. Algoritmo de Gomory-Hu Paralelo Utilizando Contrações Otimizadas
Através dos experimentos realizados com a versão paralela do algoritmo de Gomory-Hu
(apresentado no seção 2.2), foi constatado que a construção do grafo contraı́do é um dos
pontos que consomem uma grande quantidade de tempo [Cohen 2013]. Portanto melhorar
a eficiência deste procedimento é um caminho para trazer ganhos no tempo de execução.
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Implementar de forma eficiente as operações de contração no algoritmo de Gomory-Hu
não é trivial.

Na versão paralela do algoritmo de Gomory-Hu, as contrações são realizadas so-
bre o grafo de entrada em todas tarefas executadas pelos processos escravos. O objetivo
principal deste trabalho é especificar uma forma de realizar as contrações de forma efi-
ciente, possibilitando aos processos escravos aproveitar instâncias de grafos contraı́dos
para que novas contrações sejam realizadas sobre esses, e não sobre o grafo de entrada,
sempre que possı́vel. Como já vimos anteriormente na seção 2.2, a construção do grafo
contraı́do depende da partição de vértices construı́da a partir do pivô escolhido. Para
melhor compreensão da otimização considere as seguintes definições:

Definição 1 Dado um grafo G = (V,E), dizemos que G0 = (V 0, E 0) é um grafo con-
traı́do a partir de G se:

• O conjunto de vértices V 0 de G0 é uma partição de V
• Para cada {u1, u2} 2 E existe uma aresta {U1, U2} 2 E 0 se u1 2 U1 e u2 2 U2

Definição 2 Dadas partições P e Q de um conjunto X , dizemos que P é um refinamento
de Q se todo elemento de P é subconjunto de algum elemento de Q.

Por exemplo, a partição {{1, 3}, {2, 4, 7}, {5}, {6, 8}} de {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} é
um refinamento da partição {{1, 3, 2, 4, 7}, {5, 6, 8}}.

Definição 3 Dizemos que o grafo contraı́do G00 = (V 00, E 00) é um refinamento de G0 =
(V 0, E 0) se V 00 é um refinamento de V 0.

No contexto do algoritmo de Gomory-Hu paralelo, as operações de contração de
grafos podem ser otimizadas desde que o grafo contraı́do a ser construı́do seja um refina-
mento do grafo contraı́do utilizado no passo anterior. Além disso, é necessário um teste
eficiente para determinar quais tarefas definem grafos contraı́dos que são refinamentos
de outros. O lema abaixo indica como esse teste pode ser implementado. Utilizaremos
a seguinte notação: G0(X, T,G) é grafo contraı́do induzido pela escolha do pivô X na
árvore de cortes parcial T de G.

Lema 1 O grafo contraı́do G0(X, T1, G) é um refinamento do grafo contraı́do
G0(Y, T2, G) se, e somente se, o nodo pivô X está contido em Y .

O algoritmo então faz a escolha de um nodo pivô que esteja contido no pivô uti-
lizado para produzir a tarefa anterior submetida a um processo escravo. Essa estratégia é
suficiente para garantir que o novo grafo contraı́do seja um refinamento daquele utilizado
na iteração anterior pelo mesmo processo. Assim, o grafo contraı́do é construı́do a partir
do grafo da iteração anterior ao invés de ser construı́do a partir do grafo de entrada.

Para que o processo mestre possa fazer a escolha do pivô com base no lema 1,
ele necessita armazenar os últimos pivôs escolhidos nas tarefas enviadas aos processos
escravos. O nodo escolhido para ser o novo pivô será aquele com o maior número de
vértices dentre aqueles contidos no pivô da iteração anterior. Essa escolha aumenta a
chance de futuros refinamentos serem encontrados.

Outra estratégia de otimização implementada consiste em não executar contrações
que não produzam um grafo muito menor. Dessa forma, se a operação de contração não
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reduzir o número de vértices de uma constante k, a contração não é efetuada e o grafo
da iteração anterior é utilizado no cômputo do corte mı́nimo. Nos experimentos relatados
adiante, usa-se uma constante igual a 10.

O Algoritmo 3 abaixo corresponde à especificação do algoritmo paralelo proposto.

Algoritmo 3: Algoritmo Paralelo De Gomory-Hu Otimizado
Entrada: G = (V,EG, cG) , procj , 0  j < p processos
Saı́da: T = (V,ET , cT ) uma árvore de cortes de G

1 se procj = 0 // processo mestre
2 então
3 processos estados[j] V para todo j, 1  j < p ;
4 T  {{VG}, ;} ;
5 distribua tarefas para todos os processos;
6 enquanto |VT | < |VG| faça
7 receba de procj resposta (s,t,S), onde {S, S} é um s-t-corte mı́nimo de G ;
8 se s e t pertencem ao mesmo nodo X de VT // atualização da árvore
9 então

10 Xs  X \ S;
11 Xt  X \ S;
12 e {Xs, Xt};
13 c(e) c(S, S);
14 para cada aresta e0 = {X,Y } 2 ET incidente em X na árvore T faça
15 se Y ✓ S então
16 ET  ET [ {{Xs, Y }} \ {{X,Y }};
17 senão
18 ET  ET [ {{Xt, Y }} \ {{X,Y }};

19 VT  (VT \ {X}) [ {Xs, Xt};
20 ET  ET [ {e};
21 se |VT | = |VG| então
22 envie mensagem de finalização ao processo procj ;
23 senão
24 (X, refinar) escolhe pivô(T , processos estados[procs]);
25 partição constroi partição(X, T) ;
26 (s, t) escolhe par st(X);
27 processos estados[procj ] X;
28 envie tarefa (s,t,partição,refinar) para processo procs;

29 retorne T ;
30 senão

// processo escravo
31 enquanto receber tarefas faça
32 receba tarefa (s,t,partição,refinar);
33 se tarefa = fim então
34 termine;
35 se contrações reduzem o núm. de vértices de G’ então
36 se refinar então
37 G0  refinar grafo contraı́do(G0, partição) ;
38 senão
39 G0  constrói grafo contraı́do(G, partição) ;

40 S  corte mı́nimo(G0, s, t) ;
41 envie reposta (s,t,S) para proc0;

O Algoritmo 3 recebe como entrada um grafo capacitado G = (V,EG, cG) e de-
volve uma árvore de cortes T = (V,ET , cT ). Seja p o número total de processos, o
processo proc0 corresponde ao processo mestre e os processos procj , 1  j  p, os
processos escravos. Na linha 3 o algoritmo inicializa o vetor processos estados com o
conjunto de vértices do grafo de entrada. Em seguida, o processo mestre envia tarefas
contendo pares (s, t) de vértices para todos os processos escravos. No laço de repetição
da linha 6 o processo mestre aguarda as respostas dos escravos. Ao receber uma resposta
contento um par (s, t) e um s-t corte mı́nimo S, S, o mestre verifica se os vértices s e
t encontram-se no mesmo nodo da árvore e, caso afirmativo, a árvore é atualizada. A
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atualização se dá da seguinte forma: toma-se o nodo X 2 T tal que s, t 2 X são criados
os nodos Xs e Xt na árvore tal que Xs receberá os vértices de X \ S e Xt receberá os
vértices de X \S. Uma nova aresta e = {Xs, Xt} em ET com capacidade c(e) = c(S, S)
é adicionada à árvore T . Em seguida, entre as linhas 14 e 18, itera-se sobre todos as
arestas e0 = {X, Y } atualizando-as conforme o lado do corte {S, S} em que os vértices
de Y se encontram. Se, após a atualização, a condição VT = VG for satisfeita a árvore de
cortes foi construı́da e o algoritmo aguarda as respostas restantes para enviar mensagem
de finalização para todos os processos. Caso contrário, o processo mestre escolhe um
novo nodo pivô X com procedimento escolhe pivô, na linha 24, para o processo procj
verificando o vértice do nodo armazenado em processos estados[j] que está contido em
um nodo de maior cardinalidade. Se for possı́vel encontrar um nodo pivô desta forma, o
processo mestre enviará comando ao escravo para que este refine o grafo contraı́do, caso
contrário, o processo escravo fará as contrações a partir do grafo de entrada. Após esco-
lhido o novo nodo pivô, o vetor processos estados[j] é atualizado e uma nova tarefa é
enviada ao processo procj .

Na linha 32 um processo escravo procj recebe uma tarefa do processo mestre.
Caso a tarefa recebida contenha uma informação indicando fim então o processo escravo
finaliza. Em seguida, o processo escravo faz a construção do grafo contraı́do G0 a partir do
grafo contraı́do anterior através do procedimento refinar grafo contraı́do, se foi enviado
na tarefa o comando para refinar. Caso contrário, o processo de contração será reali-
zado sobre o grafo de entrada através do procedimento constrói grafo contraı́do. Após o
processo de contração, o processo escravo procj calcula o s-t corte mı́nimo {S, S} sobre
o grafo G0 e envia uma resposta (s, t, S) ao mestre.

4. Resultados Experimentais
Para execução dos experimentos foram utilizadas instâncias variadas que estão des-
critas na Tabela 1. As instâncias BLOG, PGRI, ROME e GEO são instâncias de
grafos com dados reais: uma rede de blogs [Adamic and Glance 2005], uma rede de
distribuição de energia [Watts and Strogatz 1998], uma rede representando as ruas de
Roma [Storchi et al. 1999] e uma rede colaborativa cientı́fica [Batagelj and Mrvar ]. Duas
instâncias foram geradas utilizando os modelos Erdős–Rényi [Bollobás 2001] e Ba-
rabási–Albert [Albert and Barabási 2001]. As demais instâncias são grafos sintéticos
que foram utilizadas em benchmarks para algoritmos de corte mı́nimo e árvores de cor-
tes [Nagamochi et al. 1994, Chekuri et al. 1997, Goldberg and Tsioutsiouliklis 1999]. As
instâncias do tipo noi são grafos aleatórios com conjuntos de vértices divididos em grupos
de forma que as arestas internas ao grupo tendem a ter capacidades maiores do que as ares-
tas com vértices de grupos distintos. As instâncias do tipo path são grafos aleatórios que
possuem um caminho de tamanho k com arestas com grandes capacidades. Cada vértice
fora desse caminho é conectado aleatoriamente ao caminho por uma aresta também com
capacidade grande e as demais arestas são aleatórias e têm capacidades pequenas. As
instâncias do tipo tree são semelhantes às instâncias do tipo path, porém constrói uma
árvore aleatória com arestas com capacidades grandes conectando os primeiros k vértices.

O ambiente de execução foi um cluster homogêneo com 18 servidores biprocessa-
dos interligados por uma rede Ethernet de 1Gbps1. Os processadores são do tipo Intel R�

1Cluster do Laboratório Central de Processamento de Alto Desempenho (LCPAD) da UFPR que é
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Tabela 1. Caracterı́sticas das instâncias utilizadas nos experimentos.
Instância |V | |E|

BA 2000 9995
DCYC 1024 2048

ER 2000 10079
GEO 3621 9461
NOI 1000 99900

PATH 2000 21990
BLOG 1222 16714
PGRI 4941 6594

ROME 3353 8870
TREE 2000 21990

Xeon R� Processor E5-26702 com clock de 2.60GHz com 8 núcleos e 16 threads cada.
Cada servidor possui 128GB de memória RAM e 20MB de memória cache. Em todos os
experimentos foram utilizados um processo por servidor.

O código foi escrito em C/C++ e compilado com gcc utilizando nı́vel máximo
de otimização do compilador (-O3). Os speedups foram calculados como S = TS/TP ,
tal que TS corresponde ao tempo da implementação do algoritmo sequencial e TP corres-
ponde ao tempo de execução da implementação do algoritmo paralelo com P processos.
Todos os experimentos foram executados 10 vezes cada e os resultados reportados são
baseados nas médias dos tempos de execução. A versão GH-Opt é a implementação do
algoritmo proposto neste trabalho e o algoritmo GH é a implementação sem otimização.
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Figura 2. Tempos totais de
execução para os algoritmos GH
e GH-Opt para instâncias do tipo
path variadas.
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Figura 3. Tempos totais de
execução para os algoritmos GH e
GH-Opt para instâncias do tipo noi
variadas.

financiado pela FINEP através dos projetos CT-INFRA/UFPR
2Intel R� Xeon R� Processor E5-2670 http://ark.intel.com/pt-br/products/64595/

Intel-Xeon-Processor-E5-2670-20M-Cache-2_60-GHz-8_00-GTs-Intel-QPI
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As figuras 2, 3 e 4 mostram os tempos totais de execução para as duas versões
do algoritmo, com e sem as contrações de vértices otimizadas, utilizando instâncias do
tipo path, noi e tree, respectivamente, com 1000 vértices e densidade de 20% variando
o parâmetro k. O algoritmo proposto neste trabalho, descrito como GH-Opt, obteve os
melhores resultados em todas as instâncias.
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Figura 4. Tempos totais de
execução para os algoritmos GH e
GH-Opt para instâncias do tipo tree
variadas.
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Figura 5. Tempos totais de
execução para para os algoritmos
GH e GH-Opt com as instâncias da
Tabela 1.

A Figura 5 mostra os tempos totais de execução para as duas versões do algoritmo
utilizando as instâncias da Tabela 1. Para a maioria das instâncias o algoritmo GH-Opt
obteve melhores resultados. Apenas nas instâncias PGRI e ROME o algoritmo GH-Opt
finalizou com tempos de execução maiores do que a versão GH. Essas instâncias, em
particular, não contém cortes balanceados e o algoritmo de GH-Opt não tem muitas opor-
tunidades de otimizar as contrações. Nas instâncias GEO e DCYC os tempos foram iguais
para ambas as implementações.

Na Figura 6 é representado o speedup do algoritmo Gomory-Hu com contrações
otimizadas utilizando instâncias do tipo noi com 2000 vértices e densidade de 20% vari-
ando o parâmetro k. Para o limite de 18 máquinas utilizadas na execução dos experimen-
tos os speedups foram lineares.

Na Figura 7 são representados os tempos médios de contração. É possı́vel cons-
tatar os ganhos que a estratégia proposta concede à implementação através da avaliação
dos tempos totais do algoritmo.

5. Conclusão
Nesse trabalho foi proposta uma estratégia eficiente para realizar as contrações na versão
paralela do algoritmo de Gomory-Hu. A ideia principal é fazer com que os processos
escravos aproveitem instâncias de grafos contraı́dos de passos anteriores sem a necessi-
dade de refazer todas as contrações no grafo de entrada durante a execução de cada tarefa.
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Figura 6. Speedup do algoritmo
GH-Opt utilizando instâncias do
tipo noi com 2000 vértices.
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Figura 7. Tempos médios de
contração para os algoritmos GH e
GH-Opt.

De forma geral, a implementação dessa otimização requer que o processo mestre tenha
controle sobre as tarefas que foram enviadas para cada escravo, armazenando-as para que
sejam utilizadas quando as respostas chegarem. Os processos escravos, por sua vez, pre-
cisam tomar decisões sobre quando aproveitar, ou não, uma instância de grafo contraı́do.

Para avaliar a eficiência desta versão foram realizados experimentos em um cluster
de alto desempenho. Foram realizados testes de speedup e comparativos entre as versões
paralelas. Os experimentos foram feitos em vários conjuntos de instâncias que incluı́ram
grafos sintéticos e grafos reais. Os resultados demonstraram speedups próximos de line-
ares para a maioria das instâncias. Nas comparações foi possı́vel comprovar os ganhos
obtidos com a estratégia proposta.

Entre os trabalhos futuros estão a paralelização do processo mestre, já que esse
pode tornar-se um “gargalo”a partir de um determinado número de processos escravos.
Outro trabalho futuro é paralelizar a construção do grafo contraı́do utilizando a biblioteca
OpenMP, dividindo o esforço em várias threads.
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