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Abstract—There is a consensus in computer vision about the
importance of the scale concept for edge extraction and for
image smoothing or representation. In this paper we explore
a variational approach that allows to put together edge detection
and image smoothing in a unified linear scheme. Basically, the
functional proposed by Mumford and Shah is re-written as an
energy defined with two arguments: the first one representing
smooth versions of the original image and the second one
encompassing its edge set. We follow known results in the
variational analysis to obtain a numerical scheme to minimize
the energy. We apply Fourier analysis to verify that the iterative
scheme converges to a low-pass representation of the original
image in the first argument and a high-pass signal in the other
one. In the experimental results we show that the obtained
scheme encourages intraregion image smoothing in preference
to interregion blurring with edge localization at a desired scale.

Index Terms—smoothing, edge extraction, scale, variational
methods

I. INTRODUCAO

Em visdo computacional, as representacdes hierdrquicas
para imagens permitem simplificar processos, tais como,
extracdo de bordas e segmentacdo. Neste contexto, a nocao
de escala tem um papel fundamental [1]. Matematicamente,
este conceito levou aos métodos de representacdo multi-escala
0s quais, no caso linear, imergem a imagem em uma familia
de fungdes obtidas pela convolugdo da imagem original com
o nucleo Gaussiano [2]. Esta metodologia pode ser formu-
lada em termos da equagdo de difusdo do calor, cuja forma
anisotrdpica e nao-linear originou o método de Perona-Malik
[3], ponto de partida para os aos métodos multi-escalas ndo-
lineares baseados em equacgdes diferenciais parciais [4], [5].

Um ponto fundamental nestes métodos é o efeito da
suavizagdo sobre os pontos de borda da imagem. A medida
que vamos aumentado a escala (suavizagdo) mais detalhe é
perdido na imagem. O desejavel € que este processo tenha
algum mecanismo de controle sobre a 'mistura’ entre objeto
de interesse e fundo da imagem. Esta propriedade é a grande
vantagem dos espacos de escala ndo-lineares sobre os lineares,
pois, nestes ultimos a suavizagdo ndo ¢ seletiva, dificultado a
localizac¢do das bordas ao longo da representacdo hierdrquica

[3].
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Esta discussdo leva ao conceito recente de suavizacdo com
reconhecimento de bordas (edge-aware smoothing - EAS),
que pode ser implementado seguindo a linha de métodos de
difusdo nado-linear ou, iterativamente, adicionar as informagdes
de borda de volta a uma imagem suavizada [6].

A proposta de combinar informacgdes de borda com a im-
agem durante o processo de suaviza¢do remete a formulacdes
variacionais baseadas no trabalho de Mumford e Shah [7].
O funcional proposto por Mumford e Shah permite colocar
matematicamente as versdes passa-baixa (imagem suavizada)
e passa-alta (conjunto de pontos de borda) da imagem em
espagos funcionais convenientes, abrindo caminho para um
método de processamento de imagens do tipo EAS, que
possui duas propriedades adicionais [8], [9]: (i) Convergéncia
para imagem continua por partes € mapa de arestas; (b)
Principio de Causalidade: ndo sdo gerados artefatos quando
aumentamos a escala. Apesar destas vantagens, a explorag@o
dos métodos propostos em [8], [9] para processamento de
imagens ficou restrita a poucos casos apresentados nestas
referéncias, provavelmente devido ao custo computacional e
a complexidade dos métodos variacionais envolvidos.

Neste trabalho, partimos da formulagdo variacional apre-
sentada em [8] e discutimos extensivamente sua aplicagdo no
contexto de EAS e detec¢ao de bordas. Para isso, seguimos o
esquema usado em [8], onde a imagem suavizada e seu con-
junto de bordas s@o representados por fungdes (u, v), definidas
em um espaco funcional conveniente. Nesta formulacdo, a
energia do modelo de Mumford e Shah é convertida em
um funcional E(u,v), usando artificios de I'-convergéncia. A
minimizagdo de F(u,v) é obtida por um esquema numérico
iterativo, totalmente linear, o que possibilita a utilizacio
dos métodos de diferengas finitas ou elementos finitos, com
propriedades numéricas de consisténcia e estabilidade. Nesta
linha, as contribui¢des deste artigo sdo: (a) Desenvolvimento
de um esquema de diferencas finitas que reduz custo com-
putacional, se comparado com elementos finitos, e simplifica
inicializacdo; (b) Andlise no espagco de Fourier do método
iterativo correspondente; (c) Andlise da eficiéncia do método
para imagens com textura e ruido; (d) Comparacdo com
técnicas tradicionais: Perona-Malik [10] e Canny [11].

O texto estd organizado como segue. Na secdo II, apre-



sentamos os fundamentos da técnica em foco. Em seguida,
na secdo III desenvolvemos o método proposto. Na secdo IV
apresentamos um estudo do método via andlise de Fourier. Os
experimentos computacionais sao discutidos na secdo V. As
conclusdes e trabalhos futuros sdo apresentados na secdo VI.

II. FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste trabalho, uma imagem digital com dominio 2 C
R? ¢ representada por uma fungdo g : Q — [0,1] C
R, sendo ¢ uma fungio quadrado integravel (g €
L?(Q)). A premissa é determinar wu;, € HY(Q) =

{f € L3 ) 8f eL?(Q)e g—f € L*(Q) ¢, que minimiza o

funcional E(u ) proposto por Mumford e Shah [7]. Para isto,
em [8] utilizam-se recursos de I'-convergéncia para definir um
novo funcional E, : H'(Q) x H'(Q) — R, dado por:

:%/Q{ﬂ(u—gz

M) = 2 (ch2+(1;cz))2>,

e ¢ € um numero pequeno, o > 0 e S > 0 sfo pardmetros,
a > k controla o grau de suavizagio e ¢ € H'(Q) é a
imagem original. Além disso, £/, — E quando ¢ — 0, de tal
forma que as sequéncias minimizantes u., v, de E. convergem
para (Umin, Vmin) € HY(Q) x H(2). Na préxima segio,
discutiremos o significado de u e v.

Partindo da formulag@o fraca para a otimizagio do funcional
(1), utilizamos a diferencial de Gateaux [9] para obter as
seguintes condi¢des que devem ser satisfeitas por (u,v) €
HY(Q) x HY(Q):

/ ||Vu|\2fu@—|—g 2¢Vu - Vo — d-v)b dQ =0,
Q m 2c

/Q{@(u —g)u+ (v? + k)Vu - ValdQ =0, 3)

+ (v* + k)[|Vul|* + M (v) } d2

(D

onde,

2)

Va, o € H'Y(Q) sio denominadas fungdes de teste na
formulagao fraca.

A partir das expressdes (2)-(3) podemos desenvolver um
esquema iterativo para gerar uma sequéncia (u,,v,) a qual
tem a propriedade u,, — Umin € Vp — Umin quando n — oo.
Neste caso, como apresentado em [8], € necessdrio fornecer
condigdes iniciais ug € vy para o método.

III. METODO PROPOSTO

Para efetuar a discretizacdo do problema definido pelas ex-
pressdes (2)-(3), precisamos extrair a forma forte de ambas as
equacdes. Neste trabalho, diferentemente de [8], propomos um
esquema numérico que necessita apenas da condig¢do inicial
ug, definida pela imagem de entrada. Para isso, comecaremos
pela equacdo (2), que serd utilizada para calcular v,, a partir
de u,—1. Assim, utilizando o teorema de Stokes para obter a

forma forte e substituindo v e v por u,_1 € v,, respectiva-
mente, podemos converter a expressiao (2) na forma:

/Q {”V“nﬂzvn - % ((12%> + 2c. dw(an)> } 5dQ

n / On 140002 = 0, @)
o0 0T

Vo € H'(Q), cuja solugdo v, pode ser obtida resolvendo o
seguinte problema de valor de contorno:

[Vy—1]|?vn — % <(1;cv”) + QC.div(an)> =0,

sujeito a : )]

vy,
=0 fronteira Of).
77 , na fronteira

Procedendo analogamente para a expressdo (3), obtemos:

[t
ou,, .

2
\/;Q('Unfl + k)ﬁudaﬂ = 0 (6)

— div((vi_y + k)Vu,) }adQ

Vu € H 1(Q), e, consequentemente, podemos obter u,, pela
solu¢do do seguinte problema:

Blun — g) = div((v;; +k)Vun) = 0,
53]6&0 a: 7)
ajnn = 0, na fronteira 0f.

No esquema iterativo definido pelas expressdes (5)-(7),
basta a condicdo inicial ug, pois, a solugdo v; obtida pela
expressao (5) serd utilizada para calcular u; através da solucao
do problema (7), e assim por diante para n > 1.

Para resolver numericamente as equagdes (5)-(7) utilizamos
diferencas finitas computadas na malha definida pelas posi¢des
(i,7) dos pixeis da imagem. Com base no artigo [12], es-
colhemos as seguintes discretizagdes para obter um esquema
numérico com a precisdo necessaria:

(07 upl1)? + (07wl y)?)oy?
_a w + 20(3 8+ Z’J + 070 v Z,J) = 0 8)
™ 2¢ v % Un

Buld — g7y — (8 (((W57)? + k)O; (ui)

+0, (07 + K)o (uh)))) = 0 (9)

onde 9, e 97 denotam operadores usuais de diferencias finitas
adiantad.a‘e atrasada, respectivamente (idem para ﬁy_ e 8; ),
sendo u%’? = u, (i, j). Para forcar a condigdo de contorno para
U, em Of) fazemos: u; 17 = ulJ; uNtLi = o Nod; yiml =

ub0; ubMAL — &M onde N e M sio a quantidade de pixeis
da imagem de entrada g nas dire¢Oes x e y respectivamente
(procedimento andlogo ¢ realizado para u,, e v,,). Desta forma,
o sistema de equagdes acima pode ser escrito na forma linear
Al’ljn = Fl € Agun = Fg(g), onde Al = Al(un,l), F1 é um
vetor constante ¢ As = As(v,), sendo portanto, um sistema



de equagdes lineares com 2(N - M) inc6gnitas. O critério de
parada é computado pela norma do maximo via expressao:

(10)

a n

_ n—1|
Oéng Vij T Vi | <&

m
0<i<N;
onde € € uma tolerancia previamente definida.

IV. ANALISE DE FOURIER

Para verificar que u,, e v, no esquema (5)-(7) representam a
imagem suavizada e conjunto de pontos de borda, respectiva-
mente, vamos desconsiderar efeitos da fronteira ) e tomar a
transformada de Fourier, denotada por F, dal expressao (5),

usando o fato de que, se F(f(z,y)) = f(wi,w2) entdo
F(0f/0x) = jwif (wi,w2) e F(Of/0y) = jwaf (w1, w2),
onde j? = —1. Desta forma, a expressio (5) pode ser escrita,

no dominio de frequéncia, como:

2ca o
F (|Vtn—1]*vn) — — (W} + w3) F (v,) = EIF(l — Up).
Usando agora a propriedade F (|[Vu,_1[%v,) =
F ([Vun-1]*) ® F(v,), onde '® denota convolugdo,
e considerando apenas uma vizinhanca da origem no dominio
de frequéncias, a expressdo acima toma a forma:
o
F (|Vun—1]?) ® F (v,) ~ @F(l —uy). )
Sabendo que ||Vu,_1||> é uma filtragem passa-alta de
Up—_1, podemos supor F (HVu"_l ||2) ~ 0 pr6ximo da origem,
consequentemente, F(1 — v,) &~ 0 nesta regido indicando
filtragem passa-alta de u,,_; para a versdo negativa da imagem
v,. Procedendo analogamente para a equacdo (7), usando as
propriedades acima citadas e o fato da transformada de Fourier
ser um operador linear, obteremos:

ou ou
_ _ 20Un ) _ 2 OUn
B ) = AF(g) — Jun? (12552 ) — o (12552
+k (wi +w3) F (u,) =0,

12)

Para simplificar a andlise desta expressdo, vamos admi-
tir F(v29%%) ~ F(02)F (%) = jwiF(u,)F (02) e
F (v%%}‘) ~ F((v2)F aaiy”) = jwsF (u,) F (v2). Entdo,
inserindo estas aproximagdes na expressdo (12) e isolando
F (u,) obtemos:

_ PF(g)
Btk (wf+wi) +F(vf) (wf +wi)

F (un) %))
o que indica uma filtragem tipo passa-baixa da imagem
original g, modulada pelo parimetro S e a transformada de
Fourier da fungio v2

V. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Nesta secdo apresentamos experimentos computacionais
para discutir aspectos qualitativos, sensibilidade do modelo em
relag@o a ruido e parametros, comparagdes entre o método pro-
posto e dois métodos tradicionais: Perona-Malik [10] e Canny
[11]. Seguindo a metodologia da secdo III, a inicializacdo do

esquema iterativo definido pelas expressdes (8)-(9) € feita us-
ando a imagem de entrada. Cada iteracdo do método demanda
obter uma solucdo v, da equacdo (8) e uma solug¢do u,, da
expressdo (9). Os parametros ¢, o, 3, k e £ sdo determinados
por experimentos numéricos.

Inicialmente, vamos verificar a capacidade do método para
suavizar as regides de interesse preservando as bordas dos ob-
jetos na presenca de ruido. Para isso, consideramos a imagem
da Figura 1.(i) e adicionamos ruido Gaussiano com varidncia
o = 0.1 e média p = 0.0, gerando a imagem mostrada na
Figura 1.(ii). Os resultados do esquema iterativo (8)-(9), tendo
como entrada a imagem 1.(ii), podem ser visualizados nas
Figuras 1.(iii)-(iv).

V[V

()] (ii)
(iii)

(iv)

Fig. 1. (i) Imagem original. (ii) Imagem corrompida com ruido Gaussiano
(p,0) = (0.0,0.1). (iii) Imagem suavizada u obtida apés cinco iteracdes.
(iv) Mapa de bordas v gerado. Pardmetros: ¢ = 0.001, o = 0.01, 8 = 0.7,
k = 1.0, e tolerdncia € = 10~ 2 na equagdo (10).

A andlise visual mostra boa qualidade da imagem restaurada
(Figura 1.(iii)) com pouco borramento na regido das bordas.
E importante ressaltar também a diminuicdo do ruido, o que
fica mais evidente na regido mais clara da Figura 1.(iii).
Com relagdo ao mapa de bordas mostrado na imagem da
Figura 1.(iv), devemos observar também pouca interferéncia
do ruido, tanto na regidio da borda dos objetos quanto em
regides distantes destas.

No préximo teste, utilizamos uma imagem (Figura 2.(i))
onde observamos regides bem definidas (pupila, por exemplo)
bem como detalhes sutis, tais como as estruturas internas
na iris. O resultado do método iterativo aplicado sobre a
Figura 2.(i) € mostrado nas imagens das Figuras 2.(ii) e 2.(iii).
Com relagdo a versdo suavizada da imagem original, pode-
se observar a preservacido dos detalhes acima mencionados,
ressaltando mais uma vez a capacidade do método de priorizar
suavizacdo intra-objeto minimizando a ’mistura’ entre um
objeto e sua vizinhanga. O mapa de bordas mostrado na Figura
2.(iii), consegue definir com precisdo a fronteira da pupila
e parcialmente a fronteira externa da esclerdtica, localizada
préxima da pélpebra. No caso das demais regides, as bordas
ndo ficaram bem definidas em funcdo da presenca de bordas
subjetivas, o que pode ser visualmente observado na Figura



2.(iv). Este exemplo serd discutido novamente ao longo desta
secao.

Fig. 2. (i) Imagem original. (ii) Imagem suavizada apds trés iteragdes do
esquema (8)-(9). (iii) Mapa de bordas. (iv) Realce da regido esquerda do olho
mostrando bordas subjetivas. Pardmetros: ¢ = 0.001, « = 0.01, 8 = 1.0,
k = 0.001, tolerancia ¢ = 10~2.

Para mostrar resultados mais consistentes com respeito
a suavizagdo efetuamos uma andlise quantitativa através da
medida SSIM (measure of structural similarity) [13]. Os
valores da SSIM para a técnica proposta e para o método
de Perona-Malik sdo apresentados na Tabela I, indicando
superioridade do método apresentado nos dois primeiros casos.
Por exemplo, os valores na primeira linha da tabela foram
gerados computando o SSIM entre a imagem 3.(i) e as imagens
suavizadas 3.(iii) e 3.(iv). Idem para as demais linhas da Tabela
I. Os resultados de todos os experimentos usados para gerar
a Tabela I podem ser visualizados na Figura 3. Os resultados
do método abordado, mostrados nas imagens 3.(iii),(vii),(xi)
foram obtidos com parimetros: ¢ = 0.001, o = 0.01, 5 = 0.7,
k = 1.0, com trés iteragdes do esquema (8)-(9), para tolerancia
¢ = 1072 na condicdio de parada (10). Para o método de
Perona-Malik [3], [10], os melhores resultados obtidos podem
ser visualizados nas Figuras 3.(iv),(viii),(xii), com pardmetros
K =1, At = 0.14, com 5 interagdes, ajustados por tentativa
e erro procurando maximizar o SSIM.

TABLE I
TABELA DE VALORES PARA A METRICA SSIM.

Figura Perona-Malik | Método Proposto
Fig. 3.(1) 0.55 0.56
Fig. 3.(v) 0.48 0.50
Fig. 3.(ix) 0.59 0.57

Pela andlise visual das imagens na Figura 3, notamos
que ambos os métodos possuem desempenho semelhante
em relacdo a suavizagcdo. Porém, comparando as Figuras
3.(iii),(iv), observamos que o método proposto obteve mais
suavizagdo sem perda de detalhes importantes (aba do chapéu,
por exemplo). Por outro lado, nas Figuras 3.(vii),(viii) vemos

(xi)

(xii)

Fig. 3. (i),(v),(ix) Imagens originais. (ii),(vi),(x) Imagens corrompidas por
ruido Gaussiano (p, o) = (0.0,0.1). (iii),(vii),(xi) Imagem suavizada pelo
método proposto. (iv),(viii),(xii) Imagem suavizada por Perona-Malik.



que o método apresentado preservou melhor os frisos entre os
blocos. Outro fator a ser considerado é que o método proposto
converge para imagem continua por partes e mapa de bordas
[8], o que torna a escolha do critério de parada bem menos
determinante no resultado, se comparado com Perona-Malik.
Além disso, comparando os resultados das Figuras 2.(ii) e
3.(xi), nota-se que as duas imagens preservam as estruturas
principais do olho, o que indica robustez do método em relagdo
ao ruido.

E importante ressaltar que todos os resultados da Figura
3, obtidos pelo nosso método, foram gerados com o mesmo
conjunto de pardmetros explicitado acima, o que mostra a
generalidade da técnica definida pelas expressdes (8)-(9), em
relacdo a escolha de valores para os pardmetros, considerando
as diferentes caracteristicas das imagens de entrada. Vale a
pena observar que a expressdo (13) indica influéncia impor-
tante do pardmetro (3, uma vez que este aparece como fator
no numerador, multiplicando a transformada da imagem de
entrada g, bem como um termo extra no denominador. Para
verificar essa influéncia, na Figura 4.(i) apresentamos um
grafico referente a influéncia do parimetro 5 na métrica SSIM,
para as versdes suavizadas da imagem 3.(x) obtidas ao variar
apenas este pardmetro com os demais fixos em ¢ = 0.001,
a = 0.01, k = 1.0, tolerancia ¢ = 102. Pelo grifico da
Figura 4.(i) observamos um ponto de maximo em torno de
B = 0.7 enquanto o pior caso ocorre para § = 0.1. O niimero
de iteragdes foi 3 nos dois casos, sendo evidente que a imagem
4.(ii) preserva mais detalhes da imagem original (Figura 3.(ix))
em comparacdo com Figura 4.(iii), embora o nivel de ruido na
primeira seja visualmente mais perceptivel do que na segunda.

SSIM

0575
03550
0525
0500
0475
0.450

0425 1

B

(ii) (iii)

Fig. 4. (i) Relagdo entre 8 e métrica SSIM. (ii) Melhor caso (SSIM maximo):
B = 0.7. (iii) Imagem suavizada para S = 0.1: valor minimo de SSIM.

Nesta etapa, faremos a comparacdo entre os mapas de
bordas provenientes do método apresentado, filtro gradiente
aplicado na imagem suavizada por Perona-Malik (Perona-
Malik+Gradiente) e Filtro de Canny. Dividimos os testes
em imagens com textura e predominancia de regides ndo-
homogéneas (Figura 5.(i)-(ii)) e imagens que incluem tanto

regides complexas quanto com padrdes de intensidade quase
uniforme (Figura 6.(i)-(ii)). Para o método em questdo foi
utilizado os pardmetros: ¢ = 0.001, « = 0.01, 8 = 1.0,
k = 0.001. Para tolerincia ¢ = 1072, foram executadas trés
iteragdes do esquema (8)-(9). Foram considerados como pon-
tos de borda todos os pixeis (i, j) satisfazendo v(, j) > 0.998.
No caso do Perona-Malik+Gradiente, inicialmente executamos
o primeiro com os parimetros: K = 1, At = 0.14, e nimero
de iteracdes igual a 5 [10]. Em seguida, aplica-se o operador
gradiente. Para o filtro de Canny sdo considerados pontos
de borda aqueles com intensidade de gradiente no intervalo
[0.392,0.784]. De maneira geral, a observacdo das imagens
das Figuras 5 e 6 mostra que o método proposto preservou
mais detalhes das bordas dos objetos que o método de Perona-
Malik. Com relagdo a comparagdo com o filtro de Canny
as imagens 5.(vii)-(viii) mostram uma quantidade excessiva
de pontos de borda o que ocorre em menor intensidade no
método apresentado. No caso da Figura 6.(ii), observamos
que o resultado do esquema proposto (Figuras 6.(iv)) e do
filtro de Canny (Figuras 6.(viii)) apresentam mapas de borda
visualmente semelhantes.

Com relacdo ao pardmetro k, a expressdo (13) permite supor
que valores mais elevados implicam em maior suavizacgdo,
com provavel influéncia na localizacdo das bordas. No caso
da Figura 1, apesar do ruido, os objetos possuem poucos
detalhes. Assim, o valor £ = 1.0 permitiu bom resultado para a
suavizagdo (Figura 1.(iii)) sem interferir significativamente no
mapa de bordas (Figura 1.(iv)). Porém, no caso das imagens na
Figura 5, observamos um nivel de detalhe bem mais elevado
das estruturas internas. Assim, tivemos que diminuir este
parametro para k = 0.001 de modo a obter os detalhes (pontos
de borda) na escala desejada.

VI. CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste artigo revisamos o trabalho [8] para propor um
esquema iterativo, com fundamentos em métodos variacionais,
que integra suavizacdo e deteccdo de pontos bordas. Os
experimentos computacionais indicam robustez em relacio a
ruido bem como eficiéncia mais elevada, ou competitiva, em
comparagdo com os métodos de Perona-Malik e Canny. A
sensibilidade em relacdo a escolha de pardmetros foi analisada
correlacionando resultados experimentais e tedricos, obtidos
via andlise de Fourier. A complexidade computacional de cada
iteracdo do método estd limitada superiormente pelo custo de
resolver dois sistemas lineares, cada um da ordem do nimero
de pixeis da imagem (/N - M). Nao temos uma implementacio
otimizada para analisar com seguranca o tempo de CPU.

Como trabalhos futuros, faremos implementacio em GPU
do método proposto, sua integracdo com esquemas multi-
escala baseados em pirdmides e compara¢do com métodos
mais recentes [14], utilizando outras bases de imagens, com
exploracdo sistemdtica do espaco de pardmetros de cada
método.
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