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Universidade Federal de Sergipe
Aracaju, Brazil

gastao@mat.ufs.br

Paulo S. S. Rodrigues
Dept. de Engenharia Elétrica

FEI University Center
São Bernardo do Campo, Brazil

psergio@fei.edu.br

Abstract—There is a consensus in computer vision about the
importance of the scale concept for edge extraction and for
image smoothing or representation. In this paper we explore
a variational approach that allows to put together edge detection
and image smoothing in a unified linear scheme. Basically, the
functional proposed by Mumford and Shah is re-written as an
energy defined with two arguments: the first one representing
smooth versions of the original image and the second one
encompassing its edge set. We follow known results in the
variational analysis to obtain a numerical scheme to minimize
the energy. We apply Fourier analysis to verify that the iterative
scheme converges to a low-pass representation of the original
image in the first argument and a high-pass signal in the other
one. In the experimental results we show that the obtained
scheme encourages intraregion image smoothing in preference
to interregion blurring with edge localization at a desired scale.

Index Terms—smoothing, edge extraction, scale, variational
methods

I. INTRODUÇÃO

Em visão computacional, as representações hierárquicas
para imagens permitem simplificar processos, tais como,
extração de bordas e segmentação. Neste contexto, a noção
de escala tem um papel fundamental [1]. Matematicamente,
este conceito levou aos métodos de representação multi-escala
os quais, no caso linear, imergem a imagem em uma famı́lia
de funções obtidas pela convolução da imagem original com
o núcleo Gaussiano [2]. Esta metodologia pode ser formu-
lada em termos da equação de difusão do calor, cuja forma
anisotrópica e não-linear originou o método de Perona-Malik
[3], ponto de partida para os aos métodos multi-escalas não-
lineares baseados em equações diferenciais parciais [4], [5].

Um ponto fundamental nestes métodos é o efeito da
suavização sobre os pontos de borda da imagem. A medida
que vamos aumentado a escala (suavização) mais detalhe é
perdido na imagem. O desejável é que este processo tenha
algum mecanismo de controle sobre a ’mistura’ entre objeto
de interesse e fundo da imagem. Esta propriedade é a grande
vantagem dos espaços de escala não-lineares sobre os lineares,
pois, nestes últimos a suavização não é seletiva, dificultado a
localização das bordas ao longo da representação hierárquica
[3].
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Esta discussão leva ao conceito recente de suavização com
reconhecimento de bordas (edge-aware smoothing - EAS),
que pode ser implementado seguindo a linha de métodos de
difusão não-linear ou, iterativamente, adicionar as informações
de borda de volta a uma imagem suavizada [6].

A proposta de combinar informações de borda com a im-
agem durante o processo de suavização remete a formulações
variacionais baseadas no trabalho de Mumford e Shah [7].
O funcional proposto por Mumford e Shah permite colocar
matematicamente as versões passa-baixa (imagem suavizada)
e passa-alta (conjunto de pontos de borda) da imagem em
espaços funcionais convenientes, abrindo caminho para um
método de processamento de imagens do tipo EAS, que
possui duas propriedades adicionais [8], [9]: (i) Convergência
para imagem contı́nua por partes e mapa de arestas; (b)
Principio de Causalidade: não são gerados artefatos quando
aumentamos a escala. Apesar destas vantagens, a exploração
dos métodos propostos em [8], [9] para processamento de
imagens ficou restrita a poucos casos apresentados nestas
referências, provavelmente devido ao custo computacional e
a complexidade dos métodos variacionais envolvidos.

Neste trabalho, partimos da formulação variacional apre-
sentada em [8] e discutimos extensivamente sua aplicação no
contexto de EAS e detecção de bordas. Para isso, seguimos o
esquema usado em [8], onde a imagem suavizada e seu con-
junto de bordas são representados por funções (u, v), definidas
em um espaço funcional conveniente. Nesta formulação, a
energia do modelo de Mumford e Shah é convertida em
um funcional E(u, v), usando artifı́cios de Γ-convergência. A
minimização de E(u, v) é obtida por um esquema numérico
iterativo, totalmente linear, o que possibilita a utilização
dos métodos de diferenças finitas ou elementos finitos, com
propriedades numéricas de consistência e estabilidade. Nesta
linha, as contribuições deste artigo são: (a) Desenvolvimento
de um esquema de diferenças finitas que reduz custo com-
putacional, se comparado com elementos finitos, e simplifica
inicialização; (b) Análise no espaço de Fourier do método
iterativo correspondente; (c) Análise da eficiência do método
para imagens com textura e ruı́do; (d) Comparação com
técnicas tradicionais: Perona-Malik [10] e Canny [11].

O texto está organizado como segue. Na seção II, apre-



sentamos os fundamentos da técnica em foco. Em seguida,
na seção III desenvolvemos o método proposto. Na seção IV
apresentamos um estudo do método via análise de Fourier. Os
experimentos computacionais são discutidos na seção V. As
conclusões e trabalhos futuros são apresentados na seção VI.

II. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste trabalho, uma imagem digital com domı́nio Ω ⊂
R2 é representada por uma função g : Ω → [0, 1] ⊂
R, sendo g uma função quadrado integrável (g ∈
L2 (Ω)). A premissa é determinar umin ∈ H1(Ω) ={
f ∈ L2(Ω);

∂f

∂x
∈ L2(Ω) e

∂f

∂y
∈ L2(Ω)

}
, que minimiza o

funcional E(u) proposto por Mumford e Shah [7]. Para isto,
em [8] utilizam-se recursos de Γ-convergência para definir um
novo funcional Ec : H1(Ω)×H1(Ω)→ R, dado por:

Ec(u, v) =
1

2

∫
Ω

{
β(u− g)2 + (v2 + k)‖∇u‖2 +Mc(v)

}
dΩ

(1)
onde,

Mc(v) =
2α

π

(
c‖∇v‖2 +

(1− v)2

4c

)
,

e c é um número pequeno, α > 0 e β > 0 são parâmetros,
α � k controla o grau de suavização e g ∈ H1(Ω) é a
imagem original. Além disso, Ec → E quando c→ 0, de tal
forma que as sequências minimizantes uc, vc de Ec convergem
para (umin, vmin) ∈ H1(Ω) × H1(Ω). Na próxima seção,
discutiremos o significado de u e v.

Partindo da formulação fraca para a otimização do funcional
(1), utilizamos a diferencial de Gateaux [9] para obter as
seguintes condições que devem ser satisfeitas por (u, v) ∈
H1(Ω)×H1(Ω):

∫
Ω

{
‖∇u‖2vv̂ +

α

π

(
2c∇v · ∇v̂ − (1− v)v̂

2c

)}
dΩ = 0,

(2)∫
Ω

{β(u− g)û+ (v2 + k)∇u · ∇û}dΩ = 0, (3)

∀û, v̂ ∈ H1(Ω) são denominadas funções de teste na
formulação fraca.

A partir das expressões (2)-(3) podemos desenvolver um
esquema iterativo para gerar uma sequência (un, vn) a qual
tem a propriedade un → umin e vn → vmin quando n→∞.
Neste caso, como apresentado em [8], é necessário fornecer
condições iniciais u0 e v0 para o método.

III. MÉTODO PROPOSTO

Para efetuar a discretização do problema definido pelas ex-
pressões (2)-(3), precisamos extrair a forma forte de ambas as
equações. Neste trabalho, diferentemente de [8], propomos um
esquema numérico que necessita apenas da condição inicial
u0, definida pela imagem de entrada. Para isso, começaremos
pela equação (2), que será utilizada para calcular vn a partir
de un−1. Assim, utilizando o teorema de Stokes para obter a

forma forte e substituindo u e v por un−1 e vn, respectiva-
mente, podemos converter a expressão (2) na forma:∫

Ω

{
‖∇un−1‖2vn −

α

π

(
(1− vn)

2c
+ 2c.div

(
∇vn

))}
v̂dΩ

+

∫
∂Ω

∂vn
∂−→n

v̂d∂Ω = 0, (4)

∀v̂ ∈ H1(Ω), cuja solução vn pode ser obtida resolvendo o
seguinte problema de valor de contorno:
‖∇un−1‖2vn −

α

π

(
(1− vn)

2c
+ 2c.div

(
∇vn

))
= 0,

sujeito a :
∂vn
∂−→n

= 0, na fronteira ∂Ω.

(5)

Procedendo analogamente para a expressão (3), obtemos:∫
Ω

{
β(un − g)− div

(
(v2

n−1 + k)∇un
)}
ûdΩ

+

∫
∂Ω

(v2
n−1 + k)

∂un
∂−→n

ûd∂Ω = 0, (6)

∀û ∈ H1(Ω), e, consequentemente, podemos obter un pela
solução do seguinte problema:

β(un − g)− div
(
(v2

n + k)∇un
)

= 0,
sujeito a :
∂un
∂−→n

= 0, na fronteira ∂Ω.

(7)

No esquema iterativo definido pelas expressões (5)-(7),
basta a condição inicial u0, pois, a solução v1 obtida pela
expressão (5) será utilizada para calcular u1 através da solução
do problema (7), e assim por diante para n > 1.

Para resolver numericamente as equações (5)-(7) utilizamos
diferenças finitas computadas na malha definida pelas posições
(i, j) dos pixeis da imagem. Com base no artigo [12], es-
colhemos as seguintes discretizações para obter um esquema
numérico com a precisão necessária:

((∂+
x u

i,j
n−1)2 + (∂+

y u
i,j
n−1)2)vi,jn

−α
π

(
(1− vi,jn )

2c
+ 2c

(
∂−x ∂

+
x v

i,j
n + ∂−y ∂

+
y v

i,j
n

))
= 0 (8)

β(ui,jn − gi,j)−
(
∂−x
(
((vi,jn )2 + k)∂+

x (ui,jn )
)

+∂−y
(
((vi,jn )2 + k)∂+

y (ui,jn )
))

= 0 (9)

onde ∂−x e ∂+
x denotam operadores usuais de diferencias finitas

adiantada e atrasada, respectivamente (idem para ∂−y e ∂+
y ),

sendo ui,jn ≡ un(i, j). Para forçar a condição de contorno para
un em ∂Ω fazemos: u−1,j

n = u0,j
n ; uN+1,j

n = uN,j
n ; ui,−1

n =
ui,0n ; ui,M+1

n = ui,Mn , onde N e M são a quantidade de pixeis
da imagem de entrada g nas direções x e y respectivamente
(procedimento análogo é realizado para un e vn). Desta forma,
o sistema de equações acima pode ser escrito na forma linear
A1vn = F1 e A2un = F2(g), onde A1 = A1(un−1), F1 é um
vetor constante e A2 = A2(vn), sendo portanto, um sistema



de equações lineares com 2(N ·M) incógnitas. O critério de
parada é computado pela norma do máximo via expressão:

max
0≤i≤N ; 0≤j≤M

∣∣vni,j − vn−1
i,j

∣∣ < ε, (10)

onde ε é uma tolerância previamente definida.

IV. ANÁLISE DE FOURIER

Para verificar que un e vn no esquema (5)-(7) representam a
imagem suavizada e conjunto de pontos de borda, respectiva-
mente, vamos desconsiderar efeitos da fronteira ∂Ω e tomar a
transformada de Fourier, denotada por F, da expressão (5),
usando o fato de que, se F (f (x, y)) = f̂ (ω1, ω2) então
F (∂f/∂x) = jω1f̂ (ω1, ω2) e F (∂f/∂y) = jω2f̂ (ω1, ω2),
onde j2 = −1. Desta forma, a expressão (5) pode ser escrita,
no domı́nio de frequência, como:

F
(
‖∇un−1‖2vn

)
− 2cα

π

(
ω2

1 + ω2
2

)
F (vn) =

α

π2c
F(1− vn).

Usando agora a propriedade F
(
‖∇un−1‖2vn

)
=

F
(
‖∇un−1‖2

)
⊗ F (vn), onde ’⊗’ denota convolução,

e considerando apenas uma vizinhança da origem no domı́nio
de frequências, a expressão acima toma a forma:

F
(
‖∇un−1‖2

)
⊗ F (vn) ≈ α

π2c
F(1− vn). (11)

Sabendo que ‖∇un−1‖2 é uma filtragem passa-alta de
un−1, podemos supor F

(
‖∇un−1‖2

)
≈ 0 próximo da origem,

consequentemente, F(1 − vn) ≈ 0 nesta região indicando
filtragem passa-alta de un−1 para a versão negativa da imagem
vn. Procedendo analogamente para a equação (7), usando as
propriedades acima citadas e o fato da transformada de Fourier
ser um operador linear, obteremos:

βF (un)− βF(g)− jω1F
(
v2
n

∂un
∂x

)
− jω2F

(
v2
n

∂un
∂y

)
+k
(
ω2

1 + ω2
2

)
F (un) = 0, (12)

Para simplificar a análise desta expressão, vamos admi-
tir F

(
v2
n
∂un

∂x

)
≈ F

(
v2
n

)
F
(
∂un

∂x

)
= jω1F (un)F

(
v2
n

)
e

F
(
v2
n
∂un

∂y

)
≈ F

(
v2
n

)
F
(

∂un

∂y

)
= jω2F (un)F

(
v2
n

)
. Então,

inserindo estas aproximações na expressão (12) e isolando
F (un) obtemos:

F (un) =
βF(g)

β + k (ω2
1 + ω2

2) + F (v2
n) (ω2

1 + ω2
2)
, (13)

o que indica uma filtragem tipo passa-baixa da imagem
original g, modulada pelo parâmetro β e a transformada de
Fourier da função v2

n.

V. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Nesta seção apresentamos experimentos computacionais
para discutir aspectos qualitativos, sensibilidade do modelo em
relação a ruı́do e parâmetros, comparações entre o método pro-
posto e dois métodos tradicionais: Perona-Malik [10] e Canny
[11]. Seguindo a metodologia da seção III, a inicialização do

esquema iterativo definido pelas expressões (8)-(9) é feita us-
ando a imagem de entrada. Cada iteração do método demanda
obter uma solução vn da equação (8) e uma solução un da
expressão (9). Os parâmetros c, α, β, k e ε são determinados
por experimentos numéricos.

Inicialmente, vamos verificar a capacidade do método para
suavizar as regiões de interesse preservando as bordas dos ob-
jetos na presença de ruı́do. Para isso, consideramos a imagem
da Figura 1.(i) e adicionamos ruı́do Gaussiano com variância
σ = 0.1 e média µ = 0.0, gerando a imagem mostrada na
Figura 1.(ii). Os resultados do esquema iterativo (8)-(9), tendo
como entrada a imagem 1.(ii), podem ser visualizados nas
Figuras 1.(iii)-(iv).

(i) (ii)

(iii) (iv)

Fig. 1. (i) Imagem original. (ii) Imagem corrompida com ruı́do Gaussiano
(µ, σ) = (0.0, 0.1). (iii) Imagem suavizada u obtida após cinco iterações.
(iv) Mapa de bordas v gerado. Parâmetros: c = 0.001, α = 0.01, β = 0.7,
k = 1.0, e tolerância ε = 10−2 na equação (10).

A análise visual mostra boa qualidade da imagem restaurada
(Figura 1.(iii)) com pouco borramento na região das bordas.
É importante ressaltar também a diminuição do ruı́do, o que
fica mais evidente na região mais clara da Figura 1.(iii).
Com relação ao mapa de bordas mostrado na imagem da
Figura 1.(iv), devemos observar também pouca interferência
do ruı́do, tanto na região da borda dos objetos quanto em
regiões distantes destas.

No próximo teste, utilizamos uma imagem (Figura 2.(i))
onde observamos regiões bem definidas (pupila, por exemplo)
bem como detalhes sutis, tais como as estruturas internas
na ı́ris. O resultado do método iterativo aplicado sobre a
Figura 2.(i) é mostrado nas imagens das Figuras 2.(ii) e 2.(iii).
Com relação à versão suavizada da imagem original, pode-
se observar a preservação dos detalhes acima mencionados,
ressaltando mais uma vez a capacidade do método de priorizar
suavização intra-objeto minimizando a ’mistura’ entre um
objeto e sua vizinhança. O mapa de bordas mostrado na Figura
2.(iii), consegue definir com precisão a fronteira da pupila
e parcialmente a fronteira externa da esclerótica, localizada
próxima da pálpebra. No caso das demais regiões, as bordas
não ficaram bem definidas em função da presença de bordas
subjetivas, o que pode ser visualmente observado na Figura



2.(iv). Este exemplo será discutido novamente ao longo desta
seção.

(i) (ii)

(iii) (iv)

Fig. 2. (i) Imagem original. (ii) Imagem suavizada após três iterações do
esquema (8)-(9). (iii) Mapa de bordas. (iv) Realce da região esquerda do olho
mostrando bordas subjetivas. Parâmetros: c = 0.001, α = 0.01, β = 1.0,
k = 0.001, tolerância ε = 10−2.

Para mostrar resultados mais consistentes com respeito
a suavização efetuamos uma análise quantitativa através da
medida SSIM (measure of structural similarity) [13]. Os
valores da SSIM para a técnica proposta e para o método
de Perona-Malik são apresentados na Tabela I, indicando
superioridade do método apresentado nos dois primeiros casos.
Por exemplo, os valores na primeira linha da tabela foram
gerados computando o SSIM entre a imagem 3.(i) e as imagens
suavizadas 3.(iii) e 3.(iv). Idem para as demais linhas da Tabela
I. Os resultados de todos os experimentos usados para gerar
a Tabela I podem ser visualizados na Figura 3. Os resultados
do método abordado, mostrados nas imagens 3.(iii),(vii),(xi)
foram obtidos com parâmetros: c = 0.001, α = 0.01, β = 0.7,
k = 1.0, com três iterações do esquema (8)-(9), para tolerância
ε = 10−2 na condição de parada (10). Para o método de
Perona-Malik [3], [10], os melhores resultados obtidos podem
ser visualizados nas Figuras 3.(iv),(viii),(xii), com parâmetros
K = 1, ∆t = 0.14, com 5 interações, ajustados por tentativa
e erro procurando maximizar o SSIM.

TABLE I
TABELA DE VALORES PARA A MÉTRICA SSIM.

Figura Perona-Malik Método Proposto
Fig. 3.(i) 0.55 0.56
Fig. 3.(v) 0.48 0.50
Fig. 3.(ix) 0.59 0.57

Pela análise visual das imagens na Figura 3, notamos
que ambos os métodos possuem desempenho semelhante
em relação à suavização. Porém, comparando as Figuras
3.(iii),(iv), observamos que o método proposto obteve mais
suavização sem perda de detalhes importantes (aba do chapéu,
por exemplo). Por outro lado, nas Figuras 3.(vii),(viii) vemos

(i) (ii)

(iii) (iv)

(v) (vi)

(vii) (viii)

(ix) (x)

(xi) (xii)

Fig. 3. (i),(v),(ix) Imagens originais. (ii),(vi),(x) Imagens corrompidas por
ruı́do Gaussiano (µ, σ) = (0.0, 0.1). (iii),(vii),(xi) Imagem suavizada pelo
método proposto. (iv),(viii),(xii) Imagem suavizada por Perona-Malik.



que o método apresentado preservou melhor os frisos entre os
blocos. Outro fator a ser considerado é que o método proposto
converge para imagem contı́nua por partes e mapa de bordas
[8], o que torna a escolha do critério de parada bem menos
determinante no resultado, se comparado com Perona-Malik.
Além disso, comparando os resultados das Figuras 2.(ii) e
3.(xi), nota-se que às duas imagens preservam as estruturas
principais do olho, o que indica robustez do método em relação
ao ruı́do.

É importante ressaltar que todos os resultados da Figura
3, obtidos pelo nosso método, foram gerados com o mesmo
conjunto de parâmetros explicitado acima, o que mostra a
generalidade da técnica definida pelas expressões (8)-(9), em
relação à escolha de valores para os parâmetros, considerando
as diferentes caracterı́sticas das imagens de entrada. Vale a
pena observar que a expressão (13) indica influência impor-
tante do parâmetro β, uma vez que este aparece como fator
no numerador, multiplicando a transformada da imagem de
entrada g, bem como um termo extra no denominador. Para
verificar essa influência, na Figura 4.(i) apresentamos um
gráfico referente a influência do parâmetro β na métrica SSIM,
para as versões suavizadas da imagem 3.(x) obtidas ao variar
apenas este parâmetro com os demais fixos em c = 0.001,
α = 0.01, k = 1.0, tolerância ε = 10−2. Pelo gráfico da
Figura 4.(i) observamos um ponto de máximo em torno de
β = 0.7 enquanto o pior caso ocorre para β = 0.1. O número
de iterações foi 3 nos dois casos, sendo evidente que a imagem
4.(ii) preserva mais detalhes da imagem original (Figura 3.(ix))
em comparação com Figura 4.(iii), embora o nı́vel de ruı́do na
primeira seja visualmente mais perceptı́vel do que na segunda.

(i)

(ii) (iii)

Fig. 4. (i) Relação entre β e métrica SSIM. (ii) Melhor caso (SSIM máximo):
β = 0.7. (iii) Imagem suavizada para β = 0.1: valor mı́nimo de SSIM.

Nesta etapa, faremos a comparação entre os mapas de
bordas provenientes do método apresentado, filtro gradiente
aplicado na imagem suavizada por Perona-Malik (Perona-
Malik+Gradiente) e Filtro de Canny. Dividimos os testes
em imagens com textura e predominância de regiões não-
homogêneas (Figura 5.(i)-(ii)) e imagens que incluem tanto

regiões complexas quanto com padrões de intensidade quase
uniforme (Figura 6.(i)-(ii)). Para o método em questão foi
utilizado os parâmetros: c = 0.001, α = 0.01, β = 1.0,
k = 0.001. Para tolerância ε = 10−2, foram executadas três
iterações do esquema (8)-(9). Foram considerados como pon-
tos de borda todos os pixeis (i, j) satisfazendo v(i, j) > 0.998.
No caso do Perona-Malik+Gradiente, inicialmente executamos
o primeiro com os parâmetros: K = 1, ∆t = 0.14, e número
de iterações igual a 5 [10]. Em seguida, aplica-se o operador
gradiente. Para o filtro de Canny são considerados pontos
de borda aqueles com intensidade de gradiente no intervalo
[0.392, 0.784]. De maneira geral, a observação das imagens
das Figuras 5 e 6 mostra que o método proposto preservou
mais detalhes das bordas dos objetos que o método de Perona-
Malik. Com relação à comparação com o filtro de Canny
as imagens 5.(vii)-(viii) mostram uma quantidade excessiva
de pontos de borda o que ocorre em menor intensidade no
método apresentado. No caso da Figura 6.(ii), observamos
que o resultado do esquema proposto (Figuras 6.(iv)) e do
filtro de Canny (Figuras 6.(viii)) apresentam mapas de borda
visualmente semelhantes.

Com relação ao parâmetro k, a expressão (13) permite supor
que valores mais elevados implicam em maior suavização,
com provável influência na localização das bordas. No caso
da Figura 1, apesar do ruı́do, os objetos possuem poucos
detalhes. Assim, o valor k = 1.0 permitiu bom resultado para a
suavização (Figura 1.(iii)) sem interferir significativamente no
mapa de bordas (Figura 1.(iv)). Porém, no caso das imagens na
Figura 5, observamos um nı́vel de detalhe bem mais elevado
das estruturas internas. Assim, tivemos que diminuir este
parâmetro para k = 0.001 de modo a obter os detalhes (pontos
de borda) na escala desejada.

VI. CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS

Neste artigo revisamos o trabalho [8] para propor um
esquema iterativo, com fundamentos em métodos variacionais,
que integra suavização e detecção de pontos bordas. Os
experimentos computacionais indicam robustez em relação a
ruı́do bem como eficiência mais elevada, ou competitiva, em
comparação com os métodos de Perona-Malik e Canny. A
sensibilidade em relação à escolha de parâmetros foi analisada
correlacionando resultados experimentais e teóricos, obtidos
via análise de Fourier. A complexidade computacional de cada
iteração do método está limitada superiormente pelo custo de
resolver dois sistemas lineares, cada um da ordem do número
de pixeis da imagem (N ·M ). Não temos uma implementação
otimizada para analisar com segurança o tempo de CPU.

Como trabalhos futuros, faremos implementação em GPU
do método proposto, sua integração com esquemas multi-
escala baseados em pirâmides e comparação com métodos
mais recentes [14], utilizando outras bases de imagens, com
exploração sistemática do espaço de parâmetros de cada
método.
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