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Abstract. This article proposes a method that combines deterministic algo-
rithms and a heuristic for find zeros of real functions, that is, find x € R such
that f(x) = 0. The methods converge to a single zero of the function f if hy-
potheses under it are satisfied, even if the function has more solutions. The
heuristic method used in this work is the ant colony optimization that does not
take into account the assumptions of the function f but analyzes it to determine
which deterministic method to use. The results show the against of deterministic
algorithms, the ant colony optimization return more than one solution, case the
function has more real roots, and although it needs many iterations, the propo-
sed strategy is capable of to find roots of discontinuous functions.

Resumo. Este artigo propoem um método que mescla algoritmos deter-
ministicos e uma heuristica para encontrar zeros de funcoes reais, ou seja,
encontrar v € R tal que f(x) = 0. Os métodos deterministicos precisam
de hipoteses em relacdo a funcdo f para convergirem e retornam apenas uma
tinica solucdo real, mesmo que a funcdo tenha mais solugcoes. A heuristica uti-
lizada neste trabalho é o método do formigueiro, que ndo leva em consideracdo
as hipoteses da fungdo f, mas faz uma andlise nela para saber qual método
deterministico que serd utilizado. Os resultados deste artigo mostraram que di-
ferentemente dos algoritmos deterministicos, o método do formigueiro retorna
mais de uma solugdo real de f, caso a fungdo tenha mais de um zero real, e
apesar de necessitar de mais iteracoes, o método proposto é capaz de encontrar
raizes de fungoes descontinuas.

1. Introducao

Muitos problemas fisicos podem ser modelados por uma equagdo de uma variavel,
flz)=0 ey

onde f : R — R.

Um exemplo real deste problema € a funcdo que descreve a velocidade de um
paraquedista, deduzida a partir da segunda lei de Newton [Chapra and Canale 2009],

o(t) = T2 (1 - el @)



onde v € a varidvel dependente, o tempo ¢ € a varidvel independente, a constante gravi-
tacional g € o termo forcante e o coeficiente de arrasto ¢ € a massa m sao 0s parametros.
Essa equacdo pode ser utilizada para determinar o coeficiente de arrasto para que um pa-
raquedista de uma dada massa atinja uma certa velocidade em um determinado intervalo
de tempo. A equacgdo poderd ser reformulada

fle) = %(1 — ety _y, 3)

O valor ¢ tal que f(c) = 0 é chamado de raiz da func¢ao (3) e representa também o
coeficiente de arrasto que soluciona o problema fisico.

Existem varios métodos para encontrar raizes de fungdes, esses métodos po-
dem ser divididos em deterministicos € ndo deterministicos. Os deterministicos
precisam de hipdteses para que os métodos convirjam, entre as hipdteses, um
bom comportamento da funcdo f € necessdrio [Burden and Faires 2011, Franco 2006,
Ruggiero and da Rocha Lopes 1996]. Ja os métodos heuristicos sdo construidos sem uma
fundamentagdo tedrica matemadtica e podem ser aplicados em funcdo que ndo precisam
satisfazer hipdteses como ser continua e suave.

Desse modo, foi proposto um método que mescla métodos deterministicos € uma
heuristica, o método do formigueiro, que nao leva em consideracdo o comportamento
da funcdo que se pretende encontrar a raiz, tratando-a como se fosse uma caixa preta.
O funcionamento do método € andlogo a uma colonia de formigas [Glover 2003] que
ird gerenciar a aplicacdes dos métodos deterministicos, onde todas as configuragdes e
parametros para convergir, caso necessario, passem para o formigueiro.

Este artigo estd estruturado da seguinte forma. Na secdo 2, descreveremos o
método do formigueiro implementada neste trabalho. Na secdo 3, apresentaremos 0s
métodos deterministicos utilizados conjuntamente com o método do formigueiro. Na
secdo 5 temos a andlise dos resultados dos testes realizados.

2. O Método do Formigueiro

O método do formigueiro tem como objetivo imitar alguns padrdes da natureza relaciona-
dos a uma col6nia de formigas. O método do formigueiro surgiu pela necessidade de um
sistema lidar com niimeros pseudo-aleatdrios de forma controlada e sistemaética, sendo
capaz de manejar a aleatoriedade e todos seus beneficios sem um custo computacional
que tenda ao infinito, possuindo parametros para reforcar acdes e os critérios de parada
[Glover 2003].

Quando o formigueiro € inicializado, este possui uma localiza¢do x;, a populagcdo
inicial pop; e a rea explorada A;. A area explorada € dividida em intervalos chamados de
setores s, de acordo com o nimero de formigas, cada formiga f; é associada a um setor
onde sera colocada aleatoriamente no intervalo do setor associado, assim sucessivamente
até que toda drea explorada seja populada. A formiga interage com o ambiente através
de p passos que tem a fun¢do de convergir a um objetivo determinado na aplicagcdo desta
estratégia. Quando todas as formigas realizam o maximo de passos p,,q. temos uma
iteracdo do formigueiro chamada de geracgao g.

Se ao menos uma formiga f; conseguir chegar em seu objetivo, entdo o formi-
gueiro ird se alimentar expandindo para a proxima geragao g;.1, a pop; serd multipli-



cada por uma taxa de expansao t.,, caso contrario o formigueiro ird contrair-se com a
multiplicacdo de pop; por uma taxa de contracdo ?.,,. Esta relacdo caracteriza o sucesso
ou o fracasso de uma geracdo, a drea explorada cresce com taxa t.,, a cada geracdo, o
algoritmo termina quando pop <= 0.

O algoritmo do método do formigueiro pode ser visto na se¢ao 4.

3. Métodos Numéricos

Os métodos apresentados a seguir sdo a base para o comportamento das formigas, sdao
usados para dar o passo das formigas em direcdo a raiz, cada método possui seus pros e
contras, as formigas analisam a situacdo e escolhem qual método usar em busca de uma
melhor convergéncia.

3.1. Método da Bissecao

O método da bissecdo usa o Teorema de Bolzano [Lima 1999] que diz que se uma fun¢do
real f definida em um intervalo continuo [a,b] e f(a)f(b) < 0, entdo existe pelo menos
um ¢ € |a,b[, tal que f(c) = 0, essas hipteses garantem a convergéncia do método.
Obtendo os pontos a e b que satisfazem o Teorema de Bolzano € calculado um valor
médio m,, = “TH’ da n-ésima iteracao, m,, deve substituir um dos valores a ou b de forma
a manter a raiz no intervalo. Repete-se o processo até convergir, ou seja, até que o erro
absoluto e,, = |b—a/| seja menor que a tolerncia tol. O método possui convergéncia linear
0 que o torna muito lento, porém o fato de garantir a convergéncia realizando poucos
calculos por iteracdes o torna conveniente dependendo do problema.

3.2. Interpolacao Quadratica Inversa

A interpolacdo quadratica [Epperson 2007] € usada para a aproximagao de raizes nao
lineares onde sua defini¢do parte da relacdo de recorréncia. Para obter o polindmio de
segunda ordem utiliza-se trés pontos x,,_o, 1 € T,,. A interpolacdo quadratica é definida
como:

W= =Sfa) W= fad)y = i)
(fn—2 - fn—l)(fn—Q - fn) e (fn—l - fn—2)(fn—1 - fn)
(y B fn—?)(y B fn—l) T
(fn - fn—?)(fn - fn—l) "

) =

Tp_1+ ...

+ “4)

onde f; = f(;).

O método consegue convergir para a raiz de forma muito rdpida, porém neces-
sita de trés pontos para iniciar o algoritmo e se os mesmos estiverem longe da raiz
o desempenho caird drasticamente. Por esta razdo a interpolacdo quadrética inversa €
combinada com outros métodos como o método de Brent (que pode ser visto em 3.4),
ou usada em casos especificos, e sua ordem de convergéncia é aproximadamente 1.8
[Chapra and Canale 1973].

3.3. Método da Secante

O método da secante consiste em um variante do método de Newton com uma grande
vantagem de nao precisar do cdlculo da derivada em sua iteragcdo, sendo substituida por
diferencas finitas.



Caso o método da secante convirja, sua ordem de convergéncia ndo € li-
near ou quadratica como no método de Newton, mas sim superlinear ~ 1.618
[Burden and Faires 2011, Franco 2006].

Usa-se o método de Newton para a obten¢ao do método da secante:

f(xr)

Thy1 = Tk — . )

f'(@)

Ao realizar a substitui¢do da derivada por uma diferencgas finitas obtemos:
~ f@e) = flae)

f/ ($k> = ; (6)

Tk — Tk-1

realizando as substitui¢des necessarias chega-se na versao interativa:
Tr1f(wg) — opf(Tr1)

: (N

T T ) — flwe)

Nota-se que nao hd mais o calculo da derivada e a obtencao do novo xj; necessita
da avaliacdo da fun¢ao por meio de dois pontos, x, € x;_1, sendo necessario dois pontos
iniciais para o método da secante, ao contrdrio do método de Newton que usa somente
um ponto, Ty.

3.4. Método de Brent

O método de Brent, também conhecido como método Dekker-Brent
[Chapra and Canale 2009] trata-se de um algoritmo que usa a interpolacdo quadratica
inversa e o método da secante para convergir mais rapido para raiz, € caso encontre
algum problema, ele volta para o método da bissecdo garantindo a convergéncia. A
ideia de combinar o método da secante e o método da bissecdo veio de Dekker. O
método da bissecdo tem a convergéncia garantida se dados dois pontos z; € x5 tem-se
f(z1)f(z2) < 0e f écontinua em [x1, x5] , por outro lado o método da secante apresenta
uma melhor convergéncia que o método da bissecdo, devido a este resultado: seja z o
chute inicial para raiz e a;, um outro ponto diferente de x, se | f(zg)| < |f(ax)|, entdo xy
¢ um melhor chute do que ay.

O método de Dekker calcula duas aproximacodes s através do método da secante:
se f(xr) # f(xk_1) entdo

T — Tg—1

s =mx) — (®)
© ) — flane)
senio
s=m 9
e m atraves do método bissecao:
m = @ (10)

Se o resultado da secante, s, estiver entre x; € m entdo rp,, = S, sendo atribui-
se o valor obtido pelo método da bissecdo xy1 = m. Se f(ax)f(zxs1) < 0 entdo o



valor de a; se mantém constante ay1 = ag, € se f(xpy1)f(zg) < 0entdo agyy = k.
Consequentemente, se | f(agi1| < |f(zks+1)], entdo axy 1 é um melhor chute que 1.

O método de Dekker converge de forma eficiente, porém em certos casos, realiza
mais iteracdes do que método da bissecdo sozinho. Brent trouxe uma inovagdo para o
método realizando um teste de quando o método da secante serd aceito para a proxima
iteragdo, duas comparagdes devem ser satisfeitas de acordo com uma tolerancia 9. Se a
iterac@o anterior usou a bisse¢@o e || < |zx — x_1| entdo utiliza-se a interpolacao, caso
contrario, o método da bissecdo € aplicada e seu resultado € usado na proxima iteracdo. Se
a iteracdo anterior usou a interpolagéio e |0| < |xy_1—2x_2|, entdo aplica-se a interpolacdo
novamente, caso contrario, € aplicado o método da bissecdo. Se na iteracdo anterior foi
utilizada o método da bissecdo, entdo a condi¢do |s— x| < 3|z —zy_1| € satisfeita, sendo
utiliza-se 0 método da bisse¢@o para a proxima iteracao. Se a iteracao anterior utilizou-se
a interpolagdo entdo |s — x| < %]:ck,la:k,g] deve ser satisfeita.

Esta modificacdo garante que a iteracdo k, o método da bissecdo serd realizada
em, no maximo 2 log,(|z,_1 — zx_2|/d) iteragdes adicionais, a condigdo citada forca o
uso da interpolacdo reduzindo pela metade a cada duas iteracdes até que o tamanho do
passo seja menor que J. Brent provou que o seu método requer no maximo N? iteracdes,
em que N indica o ndimero de iteracdes para o método da bisse¢do. Se a fungdo f for
continua, entdo o método de Brent utilizard a interpolacdo quadratica ou linear inversa,
nesse caso a convergéncia € superlinear [Chapra and Canale 1973].

4. Implementacao do Método

O algoritmo foi implementado na linguagem python por ser uma linguagem de alto
nivel focada em simplicidade na sintaxe do c6digo. Foram utilizados dois pacotes de
programacao cientifica: o Numpy para otimizar o desempenho do cédigo e o PyROOT
um framework que possui uma implementacao robusta do método de Brent.

Os resultados dos testes apresentados na se¢ao 5 apresentam dois usos possiveis
para o formigueiro, um encerrando o algoritmo apds a obten¢do de uma raiz e outro
que busca ao menos uma raiz e se alimenta através das raizes entrando em expansao ou
declinio de acordo com o sucesso obtido pela geracao definido na tabela 1.

O formigueiro foi configurado da seguinte forma:

max_int = 50
inicio = 0

tamanho = 100
max_tamanho = 1000
populacao = 2
max_populacao
min_raizes = 1
max_iteracao = 50000

= 1000

onde

max_int: nimero maximo de iteracdo de cada formiga por geracao;
repelente: indice de arredondamento 7e, quando um passo de valor obtido x, e o formi-
gueiro possuir um ou mais raizes r se * — 107" < r < x + 107" obter um novo



def ant(f, x1, x2, erro = 0.001):

f1 = f(x1)
f2 = f(x2)
iteracao = 0

if f1xf2 < O:
saida = metodo_brent(f,x1,x2,erro)
if saida[O0]:
return saida[l], saida[2]
else:
iteracao += saidall]

try :

novo = ( x1 *x f2 — x2 x f1 ) / ( f2 — f1 )
except ZeroDivisionError:

return x2, iteracao+l

return novo, iteracao+1

Tabela 1. Definicao de geracao de formigas.

valor para a formiga expulsando-a para longe da raiz evitando aproximacdes ja
calculadas;

inicio: ponto de localizacao do formigueiro z;;

tamanho: tamanho tam para determinar a drea explorada onde A; = [z; — tam,x; +
taml;

max_tamanho: maximo valor atribuido a variavel tamanho;

populacao: quantidade de formigas pop;;

max_populacao: maximo nimero de formigas;

min_raizes: nimero minimo de raizes encontradas pelo formigueiro antes de comecar
seu declinio;

max_iteracao: numero maximo de iteragdes de todas as geracgoes.

5. Resultados Computacionais e Analise

O algoritmo do método do formigueiro implementado neste trabalho foi aplicado em
quatro func¢des de uma varidvel e seus resultados comparados com os dos métodos de-
terministicos: bisse¢do, Newton e secante.

Para inicializar os testes, foi utilizado uma funcdo polinomial de quarta ordem,
fi(x) = x* — 16, com raizes em -2 e 2, cada uma com multiplicidade 2. Por ser uma
funcdo continua e suave todos os métodos convergiram. Os métodos deterministicos,
retornaram apenas uma solugdo, ja a heuristica do método do formigueiro retornou as
duas raizes desta funcdo. Na tabela 2, tem-se o desempenho e as solugdes alcangadas de
cada método.

A segunda func¢do utilizada nos testes, também € continua, com infinitos zeros
reais, como pode ser visto na figura 1. Os trés métodos deterministicos convergiram para



Tabela 2. f(z) = 2* — 16

Solugio (Z) f(z) N© de iteragdes
Formigueiro 2 0,00000 31
-2 0,00000 34
Bissecao -1,99999 | -0,00024 16
Newton-Raphson 2 0,00000 6
Secante 2 0,00000 26

solucdes diferentes, sendo o método de Newton com o melhor desempenho para esse
caso. O método do formigueiro retornou 2466 possiveis solucdes, sendo as melhores com
erro de proximo de 0,02. Os resultados para cada método podem ser conferidos na tabela

3.
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Figura 1. Grafico da funcéo f(z) = sin(0,0035z?%) + 5sin(622).

Tabela 3. f(x) = sin(0,003522) + 5 sin(62?)

Solugio (Z) f(z) N© de iteragdes
-23,96700 | 0,03419 300
Formigueiro 11,06800 | -0,22716 331
-63,26400 | -0,63830 470
Bissecao -2,80261 0,00375 17
Newton-Raphson 3,15429 0,00006 2
Secante 2133,43 -0,00005 48

222 +3x — 9
A terceira e quarta fungdes, sendo respectivamente, f3(z) = x:——a; e
x? —2x

1 o o
fa(z) = tan (—), apresentam descontinuidades, a primeira em z = 0 e a segunda
x



funcdo nos pontos z = 0 e z = 2. Os métodos deterministicos citados neste trabalho
garantem convergéncia, caso hipdteses sejam satisfeitas [Burden and Faires 2011], dentre
elas que a funcdo seja continua. Observe na tabela 4, que apesar das 2470 iteracdes, 0
método do formigueiro convergiu para a raiz da fun¢do f3(x), ao contrario dos métodos
deterministicos, que tem como hipéteses para convergirem a continuidade da funcdo real.

2 _
Tabela 4. f(z) — 25 379

2 — 2x

Solugdo (z) | f(z) | N2 de iteragdes
Formigueiro -3 0,00000 2470
Bissecao Nao convergiu
Newton-Raphson Nao convergiu
Secante Nao convergiu
~ 1 e .
A fungdo f(x) = tan (;) possui infinitas raizes, z* = %,n € Z*. Como

pode ser observado na tabela 5, o método do formigueiro retornou 9 solugdes, sendo duas
delas (iteragdes 802 e 3638) com erro de magnitude préximo a 0,1. O inico método deter-
ministico que convergiu foi o de Newton-Raphson, pois foi utilizado um ponto inicial bem
proximo de uma das raizes, qualquer outro ponto inicial longe das raizes, foi verificado
empiricamente que o método de Newton-Raphson ndo convergiu.

Tabela 5. f(z) = tan (916)

Solugio (Z) f(z) Ne de iteracdes
0,15900 0,00612 40
-0,31800 | -0,00306 59
0,31800 0,00306 63
Formigueiro -0,05300 | -0,01837 169
0,10600 0,00918 598
0,00800 | -0.78206 802
-0,15900 | -0,00612 1619
0,04500 0,23528 3638
-0,10600 | -0,00918 3877
Bissecao Nao convergiu
Newton-Raphson | 0,31831 | 0,00000 | 5
Secante Nao convergiu

6. Conclusao

Diferentemente dos métodos deterministicos, o método do formigueiro ndo precisa de
hipdteses e nenhuma outra informacao a respeito da fun¢do que se queira encontrar as
raizes. Os métodos deterministicos além das hipotese para convergirem, precisam de
informacdes de intervalos que contenham pelo menos uma raiz, pontos inicias ou até
mesmo informag¢do da derivada, como € o caso do método de Newton-Raphson.

O método do formigueiro apesar de ser custosa traz uma nova abordagem para
a resolucdo de equacdes f(z) = 0, podendo encontrar vérias raizes e ndo necessitando



que o usudrio faca algum tipo de grafico ou andlise da funcdo para usar o método. Outra
vantagem € caso se queira aprimorar o método de Brent, o algoritmo pode ser facilmente
adaptado modificando a fun¢do ant(), mantendo a usabilidade do formigueiro.
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