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Abstract

Computing theory is an abstract and mathematical research area, motivated by the chal-
lenges of computer science practice. Perhaps the main objective of theoretical computer
science is to explore and understand the nature of computing, contributing to develop-
ment of efficient and effective methodologies. This course introduces the basics of two
fundamental subareas of theoretical computer science: computational complexity and
computational logic. Such areas have significantly contributed to the development of
computer science, not only from a foundational, but also from an applied perspective.

Resumo

A teoria da computacdo é uma drea de pesquisa abstrata e matemdtica, e é motivada pe-
los desafios da prdtica da computagdo. O objetivo da teoria da computagdo é explorar
e entender a natureza da computagdo, de modo a oferecer metodologias eficientes e cor-
retas. Este curso apresenta uma introdugdo a duas subdreas fundamentais da teoria da
computacdo: complexidade e l6gica computacional. Estas duas dreas tém contribuido
significativamente para o desenvolvimento da Ciéncia da Computagdo, ndo somente do
ponto de vista fundamental, mas também sob uma perspectiva de aplicagoes.
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1.1. Uma Introduciao a Complexidade -
Celina M. H. de Figueiredo

Abstract

“To solve or to verify?” It is a question worth a million dollars. In 2000, the Clay Ins-
titute for Mathematics distinguished seven problems considered central to the progress
of mathematics, calling them The Millennium Problems. The solution of each problem
corresponds to a prize of one million dollars. One of the seven selected problems is a
Theory of Computation problem: Is there a question whose answer can be guickly veri-
fied but the answer requires a long time to be found? This Millennium Problem, known
as P versus NP, is the central problem in the Computational Complexity area where we
try to rank the difficulty of the problems according to the efficiency of possible soluti-
ons through computer algorithms. We discuss the P versus NP problem, by classifying
challenging problems in Polynomial or NP-complete and defining classes of problems
that admit a dichotomy, where each problem in the class is classified as polynomial or
NP-complete.

Resumo

“Resolver ou Verificar?” é uma pergunta que vale um milhdo de dolares. No ano 2000,
o Instituto Clay para Matemdtica distinguiu sete problemas considerados centrais para
0 progresso da matemdtica, chamando-os de Os Problemas do Milénio. A solugdo de
cada problema corresponde a um prémio de um milhdo de dolares. Um dos sete pro-
blemas selecionados é um problema de Teoria da Computagdo: existe pergunta cuja
resposta pode ser verificada rapidamente mas cuja resposta requer muito tempo para
ser encontrada? Esse Problema do Milénio, conhecido como P versus NP, é o pro-
blema central na drea de Complexidade Computacional, onde tentamos classificar a
dificuldade dos problemas de acordo com a eficiéncia das possiveis solugcoes através
de algoritmos computacionais. Discutiremos o problema P versus NP, através da clas-
sificagdo de problemas desafiadores em polinomial ou NP-completo e na defini¢cdo de
classes de problemas que admitem um resultado de dicotomia, onde cada problema da
classe é classificado como polinomial ou NP-completo.
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1.1.1. O Problema do Milénio

O computador é um aliado imprescindivel para resolver os complexos problemas que
surgem em biologia, quimica, fisica, economia, 4dreas nas quais pesquisadores se dedi-
cam a modelagem e a simulacio de problemas de larga escala com uso de computado-
res. Porém, hd problemas que tém resistido a habilidade dos programadores. A medida
que resolvemos problemas cada vez maiores e mais complexos por meio de enorme
poder computacional e algoritmos engenhosos, os problemas resistentes e desafiadores
ganham destaque. Nesse sentido, a teoria que propde o problema do milénio ajuda a
entender as limita¢cdes computacionais fundamentais. Uma questdo de interesse tedrico
explica a dificuldade pratica de problemas formulados em toda a comunidade cientifica.

No ano 2000, o Instituto Clay para Matemdtica distinguiu sete problemas con-
siderados centrais para o progresso da matemadtica, chamando-os de Os Problemas do
Milénio. A solucdo de cada problema corresponde a um prémio de um milhdo de do-
lares. Um dos sete problemas selecionados € um problema de Teoria da Computagdo:
existe pergunta cuja resposta pode ser verificada rapidamente mas cuja resposta requer
muito tempo para ser encontrada? Esse Problema do Milénio, conhecido como P versus
NP, € o problema central na drea de Complexidade Computacional, onde tentamos clas-
sificar a dificuldade dos problemas de acordo com a eficiéncia das possiveis solu¢des
através de algoritmos computacionais [22].

O problema P versus NP pode ser informalmente resumido na pergunta
“Resolver ou Verificar?”, que € ilustrada pela seguinte estoria:

Em 1903, 0 matemético americano Frank Cole provou que o nimero 267 —
1 =147573952589676412927 ndo € primo exibindo a fatoragdao 193707721 x
761838257287. E simples (embora tedioso se feito manualmente) calcular
267 — 1, calcular o produto 193707721 x 761838257287 e verificar que ddo o
mesmo numero. Ja encontrar essa fatoracdo € dificil. Cole disse que ele

levou trés anos trabalhando aos domingos.

“Resolver ou Verificar?” € uma pergunta que vale um milhdo de ddlares.

Duas campanhas: vacinacao e pavimentacio

Imagine que uma campanha de vacinag¢do no estado do Rio de Janeiro precisa visitar
cada uma das capitais dos seus 50 municipios. Por restricdes de custo, a equipe respon-
savel, saindo da cidade do Rio de Janeiro, precisa visitar cada uma das outras 49 cidades
e retornar a cidade de partida, realizando um circuito que usa as rodovias do estado e
que visita cada capital de municipio exatamente uma vez. Serd que tal circuito pode
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ser realizado no estado do Rio de Janeiro? Este circuito corresponde ao problema do
Ciclo Hamiltoniano, formulado por William Hamilton em 1856, e conhecido também
como o problema do Caixeiro Viajante. Uma condicao suficiente para que tal circuito
do vacinador exista € que cada cidade tenha muitas rodovias do estado que passem por
ela mas esta condi¢@o ndo € necessdria. Uma condi¢@o necessdria € a inexisténcia de ci-
dade gargalo, isto €, uma cidade tal que todas as rotas que conectam outras duas cidades
usando rodovias do estado precisam passar por esta cidade gargalo mas esta condi¢dao
ndo ¢ suficiente. No estado do Rio de Janeiro, o municipio de Cabo Frio € um gargalo
que isola o municipio de Buzios e impossibilita um circuito do vacinador. O municipio
de Angra € outro gargalo e isola o municipio de Paraty.

Imagine agora que, ao invés de um vacinador que saindo da cidade sede da cam-
panha visita num circuito um conjunto de cidades passando por cada cidade visitada
uma Unica vez e retornando a cidade de partida, vocé considera uma campanha para
recuperar a pavimentagdo das rodovias do estado. Por restri¢des de custo, a equipe res-
ponsavel, saindo da cidade sede da campanha, realiza um circuito que percorre cada
rodovia exatamente uma vez e retorna a cidade sede de partida. Serd que tal circuito
pode ser realizado no estado do Rio de Janeiro? Observe que o circuito do vacinador vi-
sita cada cidade do estado exatamente uma vez enquanto que o circuito do pavimentador
percorre cada rodovia do estado exatamente uma vez. Possivelmente o vacinador deixa
de percorrer alguma rodovia do estado enquanto que possivelmente o pavimentador vi-
sita uma cidade do estado mais de uma vez. O circuito do vacinador corresponde a uma
permutacdo do conjunto das cidades do estado enquanto que o circuito do pavimentador
corresponde a uma permutacdo do conjunto das rodovias do estado. Ambos problemas
buscam a solucdo, o circuito desejado, num espaco com um niimero enorme de circuitos
vidveis, da ordem de 50! circuitos, onde consideramos todas as possiveis permutacoes.
E impraticével resolver o problema através de um algoritmo de forca bruta que testa cada
uma das permutagdes candidatas. Buscamos uma propriedade matematica do problema
que reduza drasticamente este espaco exponencial de busca. Leonhard Euler resolveu
definitivamente o problema do pavimentador ao publicar em 1736 o que consideramos
o primeiro artigo cientifico da drea de Teoria dos Grafos. Neste artigo, foi apresentada
uma propriedade que caracteriza, uma propriedade que € ao mesmo tempo necessaria
e suficiente, para a existéncia de tal circuito do pavimentador: o nimero de rodovias
que passam por cada cidade € par. Euler reduziu drasticamente o espaco exponencial de
busca constituido de todas as possiveis permutacdes das rodovias. A poderosa condi¢do
de Euler fornece a solug@o apds a facil verificacdo dos graus das cidades.

Em Matematica e em Computacdo, a Teoria dos Grafos € a drea que estuda es-
truturas matemdticas que modelam relacdes bindrias entre objetos de um conjunto. Um
grafo € definido por um conjunto de objetos chamados vértices e um conjunto de ares-
tas que ligam pares de vértices. Euler em 1736 modelou o problema do pavimentador
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através de um problema em Teoria dos Grafos: cada cidade corresponde a um vértice e
cada rodovia entre duas cidades é representada por uma aresta que liga os dois vértices
correspondentes. No estado do Rio de Janeiro temos 50 cidades capitais de municipios
correspondendo a 50 vértices e temos rodovias que correspondem as arestas conectando
estes vértices. A cidade capital de Itaguai tem 7 rodovias que passam por ela, e corres-
ponde a um vértice de grau impar no grafo das cidades capitais e rodovias do estado,
o que segundo o Teorema de Euler impossibilita a existéncia de um circuito do pavi-
mentador no estado. Por outro lado, caso encontremos um outro estado onde todas as
cidades tenham grau par, esta condi¢do facil e poderosa de Euler garante que tal estado
admite um circuito do pavimentador.

Para o problema do pavimentador, podemos decidir se o circuito existe ou ndo
através da condic¢do simples encontrada por Euler: basta conferir a paridade de cada
cidade. Para o problema do vacinador, temos algumas condi¢des apenas necessdrias,
temos outras condi¢cdes apenas suficientes, mas ainda ndo temos uma condi¢io que ca-
racterize e resolva o problema, e ndo sabemos se tal condi¢ao existe! Para o problema
do vacinador, hoje nos resignamos a buscar a resposta examinando o enorme espago
exponencial de busca constituido de todas as possiveis permutacdes das cidades!

Por outro lado, caso alguém persistente ou com muita sorte apresente um circuito
do vacinador, um circuito que visita cada cidade exatamente uma vez, € facil verificar
que este circuito satisfaz a restricdo: basta conferir que cada cidade é visitada uma vez
e que cidades consecutivas no circuito sdo de fato conectadas por uma rodovia.

Serd que o problema do vacinador € mais dificil que o problema do pavimenta-
dor? Sera que existem problemas cuja solu¢do pode ser verificada facilmente mas cuja
solucdo ndo pode ser encontrada facilmente? Este € o desafio central para a Teoria da
Computacao.

Problemas P, NP e NP-completo

Vejamos novo exemplo. Considere uma turma em um colégio, digamos com 40 alunos,
cada qual com certo nimero de amigos dentro da turma. O problema do Emparelha-
mento procura dividir aqueles alunos em 20 pares, cada par formado por alunos que
sejam amigos. Note que o nimero de conjuntos contendo 20 pares de alunos quais-
quer, ndo necessariamente amigos, € igual a 40!/ (201229), aproximadamente 278 ou
3,2 X% 1023, um ndmero de 24 algarismos! Segundo essa estimativa, temos algo como
3 mil vezes mais maneiras distintas de dividir nossa turma em 20 pares de alunos do
que graos de areia no mundo. O problema do emparelhamento é um problema funda-
mental na drea de complexidade computacional. E um problema cuja solugio sugeriu a
definicdo formal adotada para computacdo eficiente. Um algoritmo ¢ eficiente se a sua
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execucdo consome um ndmero de passos que cresce como um polindmio no tamanho
dos dados da entrada. O problema do emparelhamento admite algoritmo que o resolve
em n° passos, para uma turma de n alunos. Para n igual a 40, observe a drastica reducio
do exponencial 278, muito maior que 2*°, para o polinomial 403, que d4 um nimero
de passos, ou operacdes basicas, proximo a 64 mil. Usamos o conceito de polinomial
como sindnimo de tratdvel, vidvel, eficiente, em contraste com exponencial, sin6nimo
de invidvel.

Considere algumas variagdes do problema do emparelhamento: o problema de
se dividir a turma em grupos contendo 3 amigos mutuos em cada grupo; o problema
de se dividir a turma em 3 grupos contendo apenas amigos mutuos em cada grupo;
problema de organizar os alunos numa tnica mesa redonda de forma que apenas ami-
gos sentem-se lado a lado (aqui reencontramos disfarcado o problema do vacinador,
na turma de 40 alunos, existem 40! alocagdes possiveis numa mesa redonda); No caso
de cada uma das variacdes do problema, ainda ndo conhecemos algoritmo que exe-
cuta um numero polinomial de passos. Cada uma das variacdes do problema define
um problema matematico desafiador, tema de pesquisa avancada na drea da Matema-
tica chamada Combinatdria. O desafio € encontrar alguma propriedade que corresponda
a um atalho polinomial para buscar rapidamente no espaco exponencial das possiveis
solugdes. Estes problemas desafiadores compartilham uma propriedade: dada uma can-
didata a solucdo — um emparelhamento em grupos de trés alunos compativeis, uma
aloca¢do numa tinica mesa redonda, uma particao em trés grupos de alunos compativeis
— podemos aprovar a candidata através de um algoritmo.

A questdo central para Computagado é: quao eficientemente um problema pode
ser resolvido através de um algoritmo? Do ponto de vista computacional, distinguimos
problemas faceis e dificeis usando o conceito de algoritmo polinomial. Consideramos
faceis os problemas que podem ser resolvidos através de um algoritmo cujo nimero de
passos cresce com uma poténcia fixa do nimero de simbolos usados para especificar a
entrada do problema. Por outro lado, consideramos dificeis os problemas para os quais
qualquer possivel algoritmo consome um nimero extremamente grande de passos até
retornar a resposta. Muitos problemas candidatos a problemas dificies compartilham a
propriedade: encontrar a solugdo parece dificil mas verificar a solugdo € facil. A intui¢io
diz que encontrar a solu¢do tem que ser mais dificil do que simplesmente verificar a
solucdo mas nem sempre a intuicao é um bom guia para a verdade. Para estes problemas
candidatos a problemas dificeis, ndo conhecemos ainda algoritmos polinomiais e nao
sabemos provar a inexisténcia de algoritmo polinomial. A Teoria da Complexidade
Computacional considera estes problemas desafiadores, estes problemas que resistem a
classificacdo em fécil ou dificil, como o problema do vacinador, dentro de uma tnica
classe contendo problemas igualmente dificeis, igualmente desafiadores.

Em Teoria da Computacdo, chamamos de P a classe dos problemas que podem
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ser resolvidos através de um algoritmo polinomial, um algoritmo cujo nimero de passos
seja uma poténcia fixa no tamanho dos dados do problema. E chamamos de NP a classe
dos problemas onde toda candidata a solu¢@o pode ser aprovada ou rejeitada em tempo
polinomial. A condi¢é@o de verificar parece bem menos restritiva que a de encontrar a
solugdo. A igualdade P = NP significaria que todo problema que tem solugdo que pode
ser verificada rapidamente tem também solucdo que pode ser encontrada rapidamente.
Para estudar a possivel igualdade P = NP, os pesquisadores definiram o conjunto dos
problemas igualmente dificeis entre si, e pelo menos tdo dificeis quanto qualquer pro-
blema em NP. Sao os chamados problemas NP-completo. O problema do vacinador é
um problema NP-completo. Caso alguém consiga um algoritmo de tempo polinomial
para resolver o problema do vacinador, terd na verdade revolvido um problema que vale
1 milhao de ddlares porque terd provado que P = NP.

Problemas desafiadores em Teoria dos Grafos

Um grafo € perfeito quando todo subgrafo induzido admite uma colorag@o propria de
seus vértices (i.e., vértices adjacentes t€m cores diferentes) que usa o0 mesmo nimero de
cores que o nimero de vértices de uma de suas cliques (um conjunto de vértices mutua-
mente adjacentes). Os grafos perfeitos definem um rico tépico de pesquisa que pode ser
visto como a interse¢do de trés dreas: Teoria dos Grafos, Complexidade Computacional
e Otimiza¢do Combinatéria.

Claude Berge [5] introduziu a classe dos grafos perfeitos no inicio dos anos
1960, como uma classe de grafos interessante sob trés aspectos, cada um com um pro-
blema aberto desafiador: uma classe definida a partir dos problemas de otimiza¢gdo com-
binatéria NP-dificeis cOLORAGAO MINIMA € CLIQUE MAXIMA; uma classe cujo problema de
reconhecimento (i.e., decidir se um dado grafo é perfeito) ndo se sabia sequer classi-
ficar como em NP; uma classe que sugeria uma caracterizacao por uma familia auto-
complementar infinita de subgrafos induzidos proibidos. Grotschel, Lovész e Schrijver
[24] apresentaram em 1979 um algoritmo polinomial para a coloragdo minima dos gra-
fos perfeitos usando o método do elipsdide para programacao linear, e deixaram em
aberto o problema de encontrar um algoritmo polinomial de natureza puramente combi-
natdria para colorir otimamente os grafos perfeitos. Johnson em 1981 na sua coluna The
NP-completeness — an ongoing guide [28] propds o problema de reconhecimento para
a classe dos grafos perfeitos. Cameron [8] provou em 1982 que esse problema estava
em CoNP. A prova de que a caracterizag@o por subgrafos proibidos proposta por Berge
estava correta e o algoritmo polinomial para o reconhecimento dos grafos perfeitos s
apareceriam respectivamente em 2006 e em 2005 [12, 11]. O algoritmo polinomial de
natureza puramente combinatdria para colorir otimamente os grafos perfeitos ainda per-
manece como um desafio [37]. Descrevemos a seguir como se deu a classificagdo da
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complexidade computacional de dois problemas centrais, abertos por décadas, um em
polinomial e o outro em NP-completo.

Particdo Assimétrica O problema da particdo assimétrica foi proposto por Chvatal
em 1985 no contexto de decomposi¢des para grafos perfeitos [13]: dado um grafo G,
o seu conjunto de vértices admite uma particdo em quatro partes nao vazias A, B,C,D
tal que todo vértice em A € adjacente a todo vértice em B e todo vértice em C € ndo-
adjacente a todo vértice em D? Chvatal propds a particdo assimétrica como uma gene-
ralizacdo de decomposi¢des bem estudadas: corte estrela, corte clique e conjunto homo-
géneo, e acertou ao afirmar que a particao assimétrica teria um papel determinante na
prova da conjectura de Berge para grafos perfeitos. No grafo G, o conjunto de vértices
AU B é um corte cuja remog¢ado desconecta as partes nao vazias C e D, e no complemento
do grafo G, o conjunto de vértices C U D € um corte cuja remog¢ao desconecta as partes
ndo vazias A e B. Dessa propriedade auto-complementar, vem o nome parti¢do assimé-
trica, o conjunto AU B é chamado corte assimétrico, e a particdo A, B,C, D é chamada
particdo assimétrica.

O primeiro algoritmo polinomial para testar se um grafo admite uma particao
assimétrica, um algoritmo recursivo de complexidade O(nloo), na verdade resolve um
problema mais geral, a parti¢do assimétrica com listas [15]. A versdo com listas de
um problema de particdo tem como entrada, além do grafo cujo conjunto de vértices
serd particionado, uma lista de partes permitidas, para cada um dos vértices. Na ver-
sdo com listas, as partes podem ser vazias. Muitos problemas combinatérios em grafos
podem ser formulados como um problema de particao dos vértices em subconjuntos de
acordo com restri¢cdes internas ou externas em relagdo as adjacéncias: conjunto homo-
géneo, corte clique, coloracdo de vértices, grafo split, entre outros. Feder, Hell, Klein
e Motwani descreveram uma dicotomia para particdes em quatro partes na versao com
listas, onde classificaram cada um dos problemas dessa classe em quasi-polinomial ou
NP-completo [14]. Um algoritmo de tempo quasi-polinomial tem complexidade de pior
caso O(n“l°¢™), onde ¢ e  sdo constantes positivas e n é o nimero de vértices do grafo
de entrada. O problema da particdo assimétrica foi classificado nessa ocasido como
quasi-polinomial, uma indicacdo de que o problema era de fato polinomial. Posterior-
mente, o algoritmo polinomial que desenvolvemos para particao assimétrica estabeleceu
a complexidade do problema de Chvatal. O nosso algoritmo recursivo para parti¢do as-
simétrica com listas recursivamente define problemas de parti¢do assimétrica com listas
menores. O nimero de subproblemas 7' (n) encontrados satisfaz recorréncias da forma
T(n) <4T9n/10), o que fornece um tempo de execucao 0(n'%), um desafio para a no-
¢do aceita de que soltivel em tempo polinomial € 0 mesmo que solivel eficientemente
na prética.
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Grafo Clique O problema de reconhecimento dos grafos clique foi proposto por Ro-
berts e Spencer em 1971 no contexto de grafos de intersecdo [39]. Um conjunto com-
pleto de um grafo H = (V, E) € um subconjunto de V que induz um subgrafo completo.
Uma cligue € um conjunto completo maximal. Um grafo é um grafo clique se ele é o
grafo de intersecdo dos conjuntos completos maximais de algum grafo. Foram neces-
sarios quase 40 anos para que a prova de NP-completude fosse estabelecida [1]. Nao é
evidente que o problema de reconhecimento pertenca a NP, j4 que o nimero de comple-
tos maximais em um grafo pode ser exponencial no seu niimero de vértices. Considere
por exemplo o grafo que consiste de um emparelhamento induzido. O grafo contém
22 conjuntos independentes maximais, e portanto o seu complemento é um grafo com
22 conjuntos completos maximais. A propriedade de Helly tem sido muito estudada
com o objetivo de classificar a complexidade do problema de reconhecimento de grafos
clique. Uma familia de conjuntos ¥ = (F;)ie; € intersectante se a interse¢do de cada
dois de seus membros € nao vazia. A intersecdo total de F € o conjunto (\F = ;s Fi.
A familia ¥ tem a propriedade de Helly, se qualquer subfamilia intersectante tem inter-
secdo total ndo vazia. Roberts e Spencer nesse seu artigo fundamental caracterizaram
os grafos clique em termos de uma cobertura das arestas do grafo por conjuntos com-
pletos que satisfaz a propriedade de Helly, o que forneceu uma prova de que o problema
de reconhecimento dos grafos clique estd em NP. Szwarcfiter caracterizou os grafos
clique-Helly e apresentou um algoritmo polinomial para o seu reconhecimento [44]. O
problema de reconhecimento dos grafos clique foi seguidamente proposto em véarios
livros [7, 32, 36, 45]. Ap6s a nossa surpreendente prova de NP-completude [1], conti-
nuamos aprofundando o estudo do problema de reconhecimento dos grafos clique para
a classe dos grafos split. A idéia era buscar um problema que separasse em termos de
complexidade as classes cordal e split. E conhecido que um grafo cordal tem um nu-
mero linear de conjuntos completos maximais. Embora a classe dos grafos split seja
precisamente a intersecdo dos grafos cordais e dos complementos de grafos cordais, sao
raros os problemas que separam as classes cordal e split, i.e., problemas que sdo NP-
completos para cordais mas polinomiais para split, segundo o The NP-completeness —an
ongoing guide de Johnson [29] e o livro de Spinrad [42]. Estabelecemos recentemente
que o reconhecimento dos grafos clique split € NP-completo [2].

1.1.2. O Guia para Problemas Desafiadores

Na sua famosa série de colunas sobre NP-completude, Johnson [28] atualiza o seu livro
seminal The NP-completeness — an ongoing guide [23]. Nos referimos mais precisa-
mente a coluna sobre graph restrictions and their effect [29]. O objetivo € identificar
problemas interessantes e classes de grafos interessantes estabelecendo o conceito de
separagdo de complexidade. Uma classe C € dita classe de grafos separadora quando C
separa a complexidade de dois problemas 7 and o: 7 € NP-completo quando considera-
mos como entrada para mr grafos da classe C, mas o € polinomial quando consideramos

19



classe de grafos VERTEXCOL | EDGECOL | MAXCUT
N

p-U

perfect
chordal
split
strongly chordal
comparability
bipartite
permutation
cographs
proper interval
split-proper interval

a~laviRaviiavliav]iaviiaviRavi

U Ol OO0 Z ZZ

sllcliolioli-lVilelleolle

2~

Tabela 1.1. N: NP-completo, P: polinomial, O: aberto

como entrada para o grafos da classe C. Um problema n € dito problema separador de
complexidade quando m separa duas classes de grafos A c B: 7w € polinomial quando
consideramos como entrada para m grafos da classe A, mas 7 € NP-completo quando
consideramos como entrada para rr grafos da classe 8.

A coluna sobre graph restrictions and their effect [29] possui uma se¢do dedi-
cada aos grafos perfeitos e aos grafos de intersecdo. A Tabela 1.1 é uma subtabela da
tabela apresentada naquela coluna onde selecionamos alguma linhas correspondentes
a classes de grafos e algumas colunas correspondentes a problemas, e mantivemos a
mesma notagao.

E bem conhecido na drea de Teoria dos Grafos que os grafos perfeitos consti-
tuem uma classe de grafos onde o problema coloragdo de vértices € polinomial. Por
outro lado, o problema coloragdo de arestas é NP-completo quando restrito a classe do
grafos perfeitos. Na verdade, a subclasse dos grafos de comparabilidade € uma classe
de grafos separadora [27] porque separa os problemas coloracdo de vértices e coloragio
de arestas. Além disso, coloracdo de arestas ¢ um problema separador de complexidade
ja que separa a classe dos grafos de comparabilidade da classe dos grafos bipartidos.
E notével que existam poucas classes de grafos onde a complexidade de coloracio de
arestas € estabelecida, e é surpreendente que, desde 1985, vdrias classes de grafos para
as quais Johnson mencionou na sua coluna como ‘“aparentemente aberto, mas possi-
velmente ficil de resolver”, permanecem desafiadores, 30 anos depois. A classe dos
cografos, uma classe de grafos muito restrita e estruturada definida ao proibirmos o
caminho induzido por quatro vértices P4, admite apenas uma solugdo parcial [40]. A
classe de grafos split-proper interval merece atencao. Ortiz, Maculan, e Szwarcfiter [34]
caracterizaram os grafos que sdo split e proper interval, e a caracteriza¢do permitiu que
coloracdo de arestas [34] e corte mdximo [6] sejam polinomiais para esta classe. Obser-
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vamos que, dois problemas cldssicos: coloragdo de arestas e corte mdximo permanecem
abertos para a classe dos grafos de intervalo, uma classe de grafos de intersecao muito
estudada [42]. Observe que existem classes de grafos onde coloracdo de vértices é
NP-completo e coloracdo de arestas é polinomial, por exemplo, grafos com um vértice
universal [35]. Possivelmente mais interessante € a existéncia de classes de grafos onde
coloracdo de arestas é NP-completo, mas coloracdo total — onde colorimos todos os
elementos do grafo, vértices e arestas — € polinomial [30].

split versus cordal O fato de que as classes split e cordal concordam em relacdo a
complexidade dos trés problemas: coloragdo de vértices, coloracdo de arestas e corte
maximo, sugere um padrdo que tem sido investigado na literatura.

Um grafo € cordal, quando todo ciclo com pelo menos quatro vértices admite
uma corda, e um grafo € split quando o seu conjunto de vértices pode ser particionado
em um conjunto independente e uma clique. Os grafos split constituem uma subclasse
dos grafos cordais muito estruturada, ja que sdo exatamente os grafos tais que tanto o
grafo quanto o seu complemento sao ambos cordais.

Johnson, na sua coluna sobre graph restrictions and their effect [29], declarou
que ndo conhecia problema que separasse as classes split e cordal do aspecto de comple-
xidade. Spinrad, em seu livro [42] vinte anos depois, ao relatar os resultados de comple-
xidade para classes de grafos, atualiza os problemas separadores de complexidade em
relacdo as classes split e cordal: clique mdxima e coloragdo de vértices sao polinomi-
ais para ambos; enquanto conjunto dominante, corte maximo e ciclo hamiltoniano sao
NP-completos para ambos. Existem poucos problemas separadores de complexidade
em relacdo as classes split e cordal: empacotamento de tridngulos e pathwidth, para os
quais o problema é NP-completo para cordal mas polinomial para split. Spinrad [42] in-
forma que os grafos split estdo no niicleo dos algoritmos e dos resultados de dificuldade
para os grafos cordais. Problemas separadores de complexidade em relagdo as classes
split e cordal s@o raros. Recentemente, tentamos o problema grafo clique, mas obtive-
mos que o problema permanece NP-completo para grafos split [1, 2]. Possivelmente, a
classe dos grafos planares fornecerd uma classe onde o problema grafo clique seja poli-
nomial [3]. Outro problema que continua aberto € coloracdo de arestas, e os resultados
parciais para as classes cordal, intervalo e split sugerem que o problema coloragdo de
arestas € desafiador mesmo restrito a classes muito estruturadas [16, 34].

grafos sem ciclos com corda tinica Trotignon e Vuskovi¢ [46] estudaram a classe C
dos grafos sem ciclos com corda tinica. A motivac¢ao principal para investigar a classe
foi encontrar um teorema que revelasse a estrutura desses grafos, um tipo de resultado
que ndo € muito frequente na literatura. Dada uma estrutura proibida, por exemplo, ciclo
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com corda Unica, procuramos investigar que consequéncia traz para a estrutura do grafo,
e que problemas desafiadores tornam-se polinomiais. O teorema € do tipo: todo grafo na
classe C pode ser obtido a partir de grafos bdsicos de C aplicando uma série de operagdes
que “identificam” grafos de C. Outra propriedade investigada € a de familia de grafos y-
limitada, introduzida por Gyarfas [25], como uma generaliza¢c@o natural da propriedade
que define os grafos perfeitos. Uma familia de grafos G € y-limitada com funcdo x-
limitada f se, para todo subgrafo induzido G’ de G € G, temos y(G’) < f(w(G’)), onde
x(G’") é o nimero cromatico de G’ ¢ w(G’) denota o tamanho da clique maxima em
G’. Os grafos perfeitos satisfazem: para todo subgrafo induzido G” de G na classe dos
grafos perfeitos, temos y(G’) = w(G’), a fungdo y-limitada f é a funcdo identidade.
Por outro lado, o teorema dos grafos perfeitos estabelece que um grafo G € perfeito se e
somente se G e o complemento de G ndo admitem um ciclo impar sem cordas e com pelo
menos 5 vértices. A pesquisa nesta drea é dedicada principalmente a entender para que
escolhas de subgrafos induzidos proibidos, a familia resultante de grafos € y-limitada;
veja [38] para um survey sobre o assunto. Pelo Teorema de Vizing para coloragdo de
arestas, a classe dos grafos de linha de grafos simples € uma classe de grafos y-limitada
com funcdo y-limitada f(x) = x+ 1 (este limite superior especial é chamado o limite de
Vizing) e, além disso, os grafos de linha sdo caracterizados por nove subgrafos induzidos
proibidos [47]. A classe C dos grafos sem ciclos com corda tnica é também y-limitada
com o limite de Vizing [46]. Em [46] os seguintes resultados sdo obtidos para os grafos
na classe C: um algoritmo O(nm) para a coloracdo dos vértices, um algoritmo O(n + m)
para clique maxima, um algoritmo O(nm) para o reconhecimento da classe, e a prova de
NP-completude para conjunto independente maximo.

Consideramos a complexidade do problema de coloragdo de arestas para a classe
C [31]. O problema de coloragdo de arestas, também conhecido como indice cromaético,
€ o problema de determinar o menor nimero x’(G) de cores necessdrias para colorir as
arestas do grafo G. Também investigamos subclasses obtidas da classe C quando proi-
bimos o ciclo sem cordas com 4 vértices e quando proibimos o ciclo sem cordas com
6 vértices. As Tabelas 1.2 e 1.3 resumem os resultados obtidos, mostrando que classes
com muita estrutura ainda definem problemas dificeis e desafiadores. Nas tabelas, de-
notamos por C a classe dos grafos sem ciclo com corda unica e por A o grau maximo no
grafo.

A classe inicialmente investigada em [31] foi a classe C dos grafos sem ciclo
com corda dnica. Para os objetivos do trabalho, um grafo G ¢ bdsico se G é completo,
um ciclo sem cordas com pelo menos 5 vértices, um grafo fortemente 2-bipartido, ou
um subgrafo induzido do grafo de Petersen ou do grafo de Heawood; e G ndo possui um
vértice de articulacdo, um corte proprio com 2 vértices ou uma jungdo propria. Apos
provar que coloracao de arestas € NP-completo para grafos em C, consideramos os gra-
fos na subclasse C’ C C que ndo tém C4. Ao proibir um ciclo sem cordas com 4 vértices
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classe de grafos ‘ A=3 ‘ A>4 regular

grafos em C NP-completo | NP-completo | NP-completo
grafos em C sem Cy NP-completo | polinomial polinomial
grafos em C sem Cg NP-completo | NP-completo | NP-completo
grafos em C sem Cy4, sem Cg | polinomial polinomial polinomial

Tabela 1.2. Dicotomia de complexidade NP-completo versus polinomial para a co-
loracao de arestas dos grafos sem ciclo com corda unica.

C4, evitamos a decomposi¢do por jungdo prépria, uma decomposicao dificil para colo-
ragdo de arestas [4, 40, 41], o que significa que cada grafo da classe C’ que ndo é basico
pode ser decomposto através de um vértice de articulagdo ou através de um corte pro-
prio com 2 vértices. Para a classe C’, estabelecemos entdo uma dicotomia: colorago
de arestas ¢ NP-completo para grafos de C’ com grau maximo 3 e € polinomial para
grafos de C’ com grau maximo ndo 3. Adicionalmente, determinamos uma condi¢io
necessdria para um grafo G € C’ com grau maximo 3 ser Classe 2, isto €, ter indice cro-
matico ¥’ (G) = A(G) + 1 = 4. A condicdo necessaria é ter um grafo P* — subgrafo do
grafo de Petersen — como um bloco bdsico na arvore de decomposicao. Consequente-
mente, se proibimos ambos C4 e Cg, 0 indice cromético dos grafos sem ciclo com corda
unica pode ser determinado em tempo polinomial. Os resultados alcancados em [31]
podem ser relacionados com vdrias dreas da pesquisa em coloracdo de arestas, como
observamos a seguir.

A primeira observagdo diz respeito ao resultado de dicotomia encontrado para
a classe class C’. A dicotomia é muito interessante porque esta é a primeira classe de
grafos para a qual coloracdo de arestas € NP-completo para grafos com um dado grau
maximo fixo A mas é polinomial para grafos com grau maximo A’ > A. Além disso,
a classe C’ € a primeira classe de grafos interessante onde coloragdo de arestas é NP-
completo em geral, mas é polinomial quando restrito a grafos regulares. E interessante
observar que a classe de grafos C’ é uma classe de grafos com poucos grafos regulares
— somente o grafo de Petersen, o grafo de Heawood , os grafos completos e os ciclos
sem cordas.

A segunda observagdo diz respeito a conjectura de Chetwynd e Hilton. Uma
ferramenta importante para identificar classes de grafos que sdo Classe 2 é o conceito
de sobrecarregado [17]. Um grafo € dito sobrecarregado se satisfaz |E| > A(G)[|V]/2],
uma condicdo suficiente para que y’(G) = A(G) + 1. Por exemplo, o ciclo sem cordas
com 5 vértices € um grafo sobrecarregado. Uma condicao suficiente mais geral é: G é
subgrafo sobrecarregado se G possui 0 mesmo grau maximo que o grafo e G € sobrecar-
regado. Grafos que sdo subgrafo sobrecarregados sdo Classe 2 [17] e podemos verificar
em tempo polinomial se um grafo é subgrafo sobrecarregado [33]. Para algumas classes
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’ classe de grafos ‘ k<2 ‘ k>3 ‘
‘ grafos k-partidos ‘ polinomial ‘ NP-completo ‘

Tabela 1.3. Dicotomia de complexidade NP-completo versus polinomial para a co-
loragao de arestas de grafos multipartidos.

de grafos, ser subgrafo sobrecarregado € equivalente a ser Classe 2. Exemplos de tais
classes s@o: grafos com vértice universal [35], grafos multipartidos completos [26], e
grafos split com grau maximo impar [9]. A conjectura de Chetwynd e Hilton [10] diz
que um grafo G = (V,E) com A(G) > |V|/3 é Classe 2 se e somente se € subgrafo sobre-
carregado. De fato, para a maioria das classes para as quais o problema de coloracao de
arestas € resolvido em tempo polinomial, a equivaléncia “Class 2 = Subgrafo Sobrecar-
regado” é vélida. E notdvel que a maioria destas classes é composta de grafos cujo grau
méximo é alto — sempre superior a um terco do nimero de vértices. Portanto, para
estas classes, a equivaléncia “Class 2 = Subgrafo Sobrecarregado” — e o consequente
algoritmo polinomial para o problema de coloracdo de arestas — seriam consequéncia
direta da Conjectura de Chetwynd e Hilton para grafos subgrafo sobrecarregados, caso
a conjectura seja vdlida. Neste sentido, a classe C’ investigada em [31, 46] apresenta
um grande interesse: para grafos em C’ nao ha limite na relagdo entre “nimero de vér-
tices versus grau maximo’’; mesmo assim, se 0 grau mdximo ndo € 3, a equivaléncia
“Class 2 = Subgrafo Sobrecarregado” é valida. Portanto, a classe dos grafos em C’ com
grau maximo ndo 3 € uma classe de grafos que ndo encaixa nas hipéteses da Conjectura
de Chetwynd e Hilton para grafos subgrafo sobrecarregados, mas para a qual coloragao
de arestas € ainda solivel em tempo polinomial através da equivaléncia “Class 2 = Sub-
grafo Sobrecarregado”.

A terceira observagao € relacionada com o estudo dos snarks [43]. Um snark é
um grafo cubico sem pontes com indice cromdtico igual a 4. Para evitar casos triviais,
snarks sdo em geral restritos a grafos com cintura pelo menos 5 e ndo contém 3 arestas
cuja remocao resulta em um grafo desconexo, com cada componente ndo trivial. O
estudo dos snarks é relacionado fortemente ao famoso e histérico Teorema das Quatro
Cores, para a coloragdo de mapas. Através de um resultado de [31], o tinico snark ndo
trivial que ndo possui ciclo com corda tnica é o grafo de Petersen.

A quarta observagao diz respeito ao problema de determinar o indice cromético
de um grafo k-partido, isto €, um grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado
em k conjuntos independentes. O problema de determinar o indice cromatico de um
grafo k-partido, j4 estava classificado, € polinomial para k = 2 [28, 29], e para grafos
multipartido completos [26]. A prova de NP-completude do indice cromético dos grafos
na classe C implica que coloracdo de arestas € NP-completo para grafos k-partidos que
sdo r-regulares, para cada k > 3, r > 3 [31].
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1.1.3. Notas Bibliograficas

Indicamos algumas publica¢des da autora para o leitor interessado. Para um publico
amplo, a autora possui um artigo de divulgacdo [18] na revisa Ciéncia Hoje: “Resolver
ou Verificar? Uma pergunta que vale um milhdo de délares”. Para o publico especia-
lista na drea de Teoria dos Grafos e Complexidade Computacional, a autora reuniu as
suas contribui¢des principais e apontou problemas em aberto relacionados no artigo sur-
vey [19]: “The P vs. NP-complete dichotomy of some challenging problems in graph
theory”. A autora tem dois textos introdutdrios anteriores na Jornada de Atualizagdo
em Informadtica (JAI), um texto sobre Emparelhamento em Grafos [20] e um texto sobre
Coloragao em Grafos [21].

No JAI 1999, em co-autoria com Jayme Szwarcfiter, escreveu sobre “Empare-
lhamento em Grafos — Algoritmos e Complexidade”. Encontrar um emparelhamento
maximo em um grafo € um problema classico no estudo de algoritmos, com muitas apli-
cacdes: designacao de tarefas, determinacdo de rotas de veiculos, problema do carteiro
chinés, determinacdo de percursos minimos, € muitos outros. O artigo histérico de Ed-
monds que descreveu um algoritmo O(n*) para o problema geral de emparelhamento, na
verdade, introduziu a no¢do de algoritmo de tempo polinomial. Implementacdes mais
eficientes do algoritmo de Edmonds foram apresentadas por varios pesquisadores como
Lawler (algoritmo o(n?)), Hopcroft e Karp (algoritmo O(m +/n) para o caso bipartido),
Micali e Vazirani (algoritmo O(m /n) para o caso geral, o mais eficiente até o mo-
mento). O texto apresenta uma introdu¢do ao problema de emparelhamento em grafos,
e um estudo de seus algoritmos e complexidade. Apresentamos algoritmos eficientes
para os quatro problemas relacionados com encontrar um emparelhamento de cardina-
lidade maxima ou de peso maximo, em grafos bipartidos ou em grafos quaisquer. Estes
quatro problemas sao todos casos particulares do problema de emparelhamento de peso
maximo em grafos quaisquer, mas € interessante considera-los em ordem crescente de
dificuldade por razdes de ordem didatica [20].

No JAI 1997, em co-autoria com Jodo Meidanis e Célia Mello, escreveu sobre
“Colorag@o em Grafos”. O texto € uma introducdo a coloracdo em grafos. Considera-
mos dois tipos de problemas de coloracdo em grafos: coloracdo de vértices e coloragdo
de arestas. Aplicamos a estes problemas técnicas cldssicas de coloragdo tais como: al-
goritmos gulosos, decomposi¢do e alteragdo estrutural. Consideramos classes de grafos
para as quais tais técnicas resolvem estes problemas de coloragdo eficientemente. O
estudo de coloragdo, um tépico bdsico em Teoria dos Grafos, surgiu a partir do conhe-
cido “problema das quatro cores”. Em 1852, Francis Guthrie questionou se todo grafo
planar poderia ser colorido com quatro cores. Embora estivesse claro que quatro cores
eram necessarias, a questdo se referia ao nimero minimo de cores, i.e., quantas cores
sdo suficientes para colorir qualquer grafo planar. Esta questdo foi respondida afirma-
tivamente por Appel e Haken, usando computador, ap6s mais de 100 anos. Robertson,
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Sanders, Seymour e Thomas mais recentemente confirmaram esta resposta fornecendo
uma prova mais simples, mais aceita pela comunidade matematica, embora ainda use o
computador. O problema das quatro cores corresponde a colora¢io dos vértices de um
grafo. Mais precisamente, corresponde a coloracdo minima dos vértices de um grafo.
Outros problemas de coloragdo existem, tais como coloracao das arestas, coloracdo to-
tal (vértices e arestas), coloracdo a partir de conjuntos de cores atribuidos préviamente
aos vértices ou as arestas de um grafo. O escopo do texto, no entanto, € mais restrito:
colora¢do minima de vértices e coloragdo minima de arestas em classes de grafos [21].
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1.2. Légica Para Computacio: Uma Introducao Curta -
Luis C. Lamb

Abstract

The understanding of logical systems is fundamental to Computer Science research.
Even the notion of computability has originated in logic-based research. Several logics
have been used and developed in Computing since the dawn of this science, in particular
in the second half of the XX Century. The use of logical methods has been fundamen-
tal to several fields in Computing research. These include, e.g. the specification and
verification of computational systems, database systems design, descriptive complexity,
integrated circuits design, semantic web, artificial intelligence and distributed systems.
This chapter presents a brief introduction to computational logic. We shall also present
historical notions on the evolution of logic in Computer Science, illustrating its use by
means of applications in relevant fields.

Resumo

O entendimento de sistemas logicos é fundamental em Ciéncia da Computacdo. A
propria nogdo de computabilidade é origindria de estudos em logica. Diversas logi-
cas tém sido utilizadas e desenvolvidas em Computagdo desde o estabelecimento desta
como ciéncia organizada, particularmente a partir da segunda metade do Século XX. O
uso de métodos logicos tem sido fundamentais em miltiplas subdreas da computacdo.
Estas dreas incluem: especificagcdo e verificacdo de sistemas computacionais, projeto
de sistemas de bancos de dados, projeto logico de circuitos integrados, complexidade
descritiva, web semdntica, inteligéncia artificial e sistemas distribuidos. Este capitulo
apresenta uma breve introducdo a logica computacional. Apresentaremos, também, no-
coes historicas sobre a evolucdo da logica em Ciéncia da Computagdo, ilustrando com
algumas aplica¢oes em dreas relevantes.
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1.2.1. Introducio: Brevissimas Consideracoes Historicas

It takes an extraordinary intelligence to contemplate the obvious.
Alfred North Whitehead

Légica é uma édrea organizada do dominio do conhecimento humano. E uma érea de
estudo caracterizada por conceitos e defini¢Oes precisas. O estudo das técnicas e méto-
dos de l6gica(s) permite a melhor defini¢do, entendimento e raciocinio sobre diversos
dominios do conhecimento.!

Na Grécia antiga (“classica”), os Estéicos” estudaram e definiram nocdes inici-
ais de légica proposicional e, preliminarmente, de inferéncia. O nome de Aristételes,
fundamental na histéria da ciéncia define os silogismos (padrdes de raciocinio em que
premissas tem uma conclusio logica) e o raciocinio com quantificadores (séc. IV A.C).
Exemplo simples de silogismo: Todos os logicos sdo filosofos; Luis é logico; Portanto,
Luis é filosofo; silogismos foram utilizados até a idade média, servindo, inclusive para a
formalizacdo de textos escoldsticos. No periodo medieval, alguns 16gicos se destacam,
como Pierre Abélard (Franca), no Século XIII, e William of Ockham (Inglaterra) no
Século XIV. Ockham ¢ referenciado até hoje pelo conceito da “navalha de Ockham”,
mas também introduziu principios similares ao que conhecemos hoje como Leis de De
Morgan em linguagem natural, além de 16gicas tri-valoradas. Abélard publica o Logica
ingredientibus, em 1121 (16gica para principiantes) e destaca-se como grande propaga-
dor do sistema de Aristételes. Ambos fazem uso do sistema silogistico para verificagao
de argumentos. No mesmo periodo, Ramon Llull (latim: Lulio), no Séc. XIII, desen-
volve estudos para verificar automaticamente a verdade de silogismos, desenvolvendo
um sistema de raciocinio como computac¢io. E importante ressaltar que o trabalho de
Llull, de certa forma, influenciou o trabalho de Leibniz.

Durante um longo periodo, o conhecimento académico foi pouco desenvolvido
ou relatado e reportado, algumas vezes justificado pelo periodo da idade média no
mundo ocidental. Na idade média, o ensino da légica era parte do trivium: conjunto

10 objetivo deste texto ndo é oferecer uma histéria completa da 16gica. As consideracdes histéricas
sdo apresentadas, apenas, para estimular o leitor a buscar informacdes adicionais sobre a evolugdo da
lI6gica e seu impacto na ciéncia da computacdo. O texto também ndo oferece um curso completo de
l16gica; apenas introduz, de forma ndo exaustiva, conceitos e nog¢des bdsicas e - em reduzida sintese -
sua relagdo com a ciéncia da computacdo. O leitor é convidado a consultar as referéncias bibliograficas
citadas no texto.

20 pensamento estdico tem como pioneiro Zeno (ou Zendo) de Citio (344-262 AC). O pensamento
estdico foi predominante na filosofia ocidental até o crescimento da doutrina cristd. Para os estdicos, a
l16gica inclui a anélise de argumentos, a retdrica, gramadtica, teoria de conceitos, percepgdes, proposigdes,
pensamentos, o que - de certa forma - poderia ser visto como epistemologia ou filosofia da linguagem. No
entanto, ndo ha espaco suficiente neste capitulo para maiores detalhes sobre o estoicismo. Uma referéncia
na moderna “Stanford Encyclopedia of Philosophy” [1] € uma boa bibliografia inicial sobre o assunto.
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de disciplinas bésicas das artes liberais: gramatica, l6gica e retérica. O trivium era base
para o quadrivium, conjunto de disciplinas formado pela aritmética, geometria, musica
e astronomia. Neste periodo, hd desenvolvimentos relevantes no oriente médio e vizi-
nhangca, particularmente na pérsia, sub-continente asidtico (India) e Oriente.> Outras
contribui¢des significativas sao de Gottfried Willhem Leibniz (1646-1716). Leibniz,
grande nome da matemadtica, idealizou uma linguagem universal a lingua characteristica
universalis para expressar todo conhecimento humano. Desenvolveu também o Calcu-
lus ratiocinator: modelo universal tedrico de cédlculo légico - executado por méquinas -
para derivar relacdes 16gicas. Esta contribuicio € relevante devido ao objetivo compu-
tacional. Tanto que Leibniz € referido como o “Patron saint of Computer Science” por
Moshe Vardi, na Communications of the ACM, no Editorial de Dezembro de 2011.

Figura 1.1. Aristoteles, G. W. Leibniz

No século XIX ha grandes desenvolvimentos em l6gica matemética. George Bo-
ole (1815-1864) nome de forte impacto em matemadtica (posteriormente em ciéncia da
computagio, economia e engenharia) desenvolve a légica proposicional, sob rigorosa
formalizacdo. Historiadores da ciéncia afirmam que Boole, de fato, introduz a ldgica
simbdlica em An Investigation of the Laws of Thought (1854). No mesmo século, em
torno de 1879, Gottlob Frege (1848-1925), no Begriffsschrift, formaliza a Légica de Pri-
meira Ordem, introduzindo defini¢des precisas da quantificacdo existencial e universal
em logica matemadtica. Augustus De Morgan (1806-1871) formaliza a 16gica das rela-
¢coes e define inducdo matemdtica de forma rigorosa - técnica hoje muito utilizada em
ciéncia da computagdo - além de formalizar as leis que levam seu nome. Além desses,
Charles Sanders Peirce (1839-1914) define também o raciocinio abdutivo, propde uma
definicdo rigorosa de inducdo matematica e principios de 16gica relacional, estendendo
trabalho de De Morgan. Ademais, mostra que a utilizacdo do operador nor permite re-
presentar todas as funcdes booleanas. No final do século XIX, Bertrand Russell mostra
que o sistema de Frege € inconsistente. Isto leva Russell ao desenvolvimento da teoria
de tipos em l6gica matematica (que terd certa influéncia e inspirag@o sobre a teoria de ti-

3Para melhor entendimento dos estudos em 1gica desenvolvidos neste perfodo histérico recomenda-
mos a consulta do Handbook of Philosophical Logic e Handbook of the History of Logic. Estas importan-
tes obras modernas de organizacdo do conhecimento sobre 16gica pura e aplicada publicaram capitulos
especificos sobre o desenvolvimento da l6gica nestas regides e nestes periodos histéricos [20, 22].
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pos em ciéncia da computacgdo, particularmente na drea de linguagens de programacao).

Figura 1.2. Grandes Ldgicos do Século XIX: Boole, De Morgan, Frege, Peirce

Entre 1903 e 1910, Alfred North Whitehead (1861-1947) e Bertrand Russell
(1872-1970) escrevem o monumental Principia Mathematica [52], em 3 volumes, com
mais de 2 mil paginas. O objetivo era formalizar na linguagem da 16gica, utilizando
axiomas e regras de inferéncia, todo o conhecimento matemdtico. A partir deste pe-
riodo, a 16gica matemaética e a teoria de conjuntos estabelecem-se como fundamentos
da matematica moderna.*

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), desenvolve a ldgica intuicionista
[39, 49]. A ldgica intuicionista (ou construtiva) rejeita a lei do meio excluido em seu
sistema, a elimina¢do da dupla negag¢do ——a ¥ @, assim como provas por contradi¢do.
Assim, as provas nesta légica s@o construtivas, o que remete a relacdo com conceitos
de computacdo. O isomorfismo de Curry-Howard, simplificadamente, relaciona provas
construtivas (intuicionistas) e programas. A ldgica intuicionista tem sido pesquisada

40 Principia ou PM, como também ¢é conhecido, foi considerado um dos 100 livros de ndo-fic¢do mais
importantes do Século XX pelo New York Times(http://www.nytimes.com/library/books/042999best-
nonfiction-list.html). Whitehead e Russell foram filésofos de grande influéncia no Século XX. Russell
foi considerado por muitos especialistas o “filésofo do século” [42]. Whitehead foi considerado genial
pela famosa intelectual da primeira metade do século, Gertrude Stein, que nas primeiras frases da “Au-
tobiografia de Alice B. Toklas” (na verdade sua prdpria autobiografia, uma obra vanguardista na cultura
ocidental) afirmou “... that only three times in my life have I met a genius ... the three geniuses of whom
I wish to speak are Gertrude Stein, Pablo Picasso and Alfred Whitehead."
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Figura 1.3. Alfred Whitehead, Bertrand Russell, David Hilbert, L.E.J. Brouwer, Alfred Tarski
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como um sistema l6gico que pode ser fundamental em diversas dreas da ciéncia da
computagdo, incluindo na teoria de tipos de linguagens de programacao.

Na década de 1920, David Hilbert (1862-1943), um dos matematicos mais in-
fluentes do inicio do século XX, propds a busca por uma nova fundamentagdo para a
matematica. Sinteticamente, Hilbert queria mostrar (1) a completude da matematica:
todas as verdades podem ser provadas. (2) a consisténcia da matemdtica: uma afirma-
¢do matemadtica e sua contradi¢cao ndo podem ser ambas provadas através de um sistema
l6gico. (3) a decidibilidade: existe uma forma mecanica de mostrar se uma afirmagao
matemadtica arbitraria qualquer é verdadeira ou falsa. Através de um procedimento for-
mal, Hilbert queria mostrar que era possivel construir todas as verdades matemaéticas.
Deste programa deriva-se o Entscheidungsproblem (ou “problema da decisdo”) - de-
monstrar a (in)existéncia de um algoritmo para determinar se um enunciado da légica
de primeira ordem pode ser provado. Em 1922, Ludwig Wittgenstein publica o Tracta-
tus Logico-Philosophicus [53]. O Tractatus é uma obra influente na filosofia analitica e
estabeleceu o seu autor como um dos filésofos mais importantes do século XX. Nesta
obra, Wittgenstein define, entre diversas conceituacdes notdveis, a nog¢do de tabelas-
verdade, na forma em que passam a ser utilizadas até hoje.

Na década de 1930 Kurt Godel, Alan Turing e Alonzo Church estudam as li-
mitagdes da 16gica de primeira ordem.> Entre as contribuicdes fundamentais de Godel,
citamos o seu primeiro teorema da incompletude: um sistema axiomadtico suficiente-
mente poderoso para descrever a aritmética dos naturais, ndo é completo e o segundo
teorema de Godel: em um sistema axiomatico suficientemente poderoso para descre-
ver a aritmética dos naturais, a consisténcia destes axiomas nio pode ser provada pelo
préprio sistema. Tais resultados responderam negativamente ao programa de Hilbert,
mostrando ndo ser possivel definir um sistema axiomatico correto e completo para toda
matemdtica. E interessante observar que estudos em decidibilidade contribuem decisi-
vamente para o desenvolvimento da no¢do de computibilidade. Neste mesmo periodo
histdrico e até os anos 1950, a defini¢do precisa de consequéncia 16gica, a nogdo de ver-
dade em uma estrutura e trabalhos fundamentais na teoria de modelos sao desenvolvidos
por Alfred Tarski.

Além disso, Godel desenvolve um sistema completo e correto para a logica de
primeira ordem. Church encontra uma solucdo negativa ao Entscheidungsproblem [5]:
¢ impossivel decidir algoritmicamente se afirmacdes da aritmética sdo verdadeiras ou
falsas; Church define a no¢do de calculabilidade e também introduz o cdlculo-A para
estudo das funcdes referidas por ele como calculdveis - mas referidas por Turing como
computdveis. Posteriormente, o cdlculo-A também passa a ter forte influéncia na ci€ncia
da computacdo, principalmente na drea de linguagens de programacao, a partir da dé-

A contribuicio de Kurt Godel foi inclusive popularizada pelos grandes meios de comunicagio da
imprensa. Em 1999, Godel foi escolhido o matematico do século pela revista Time Magazine.
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cada de 1960. De grande influéncia na comunidade de 16gica, Church orientou as teses
de nomes relevantes em logica e ci€ncia da computacdo como: A.M. Turing, S. Kleene,
J.B. Rosser, D.S. Scott, M.O. Rabin, H. Rogers Jr., R. Smullyan e Leon Henkin.

Atualmente, em poucos textos a referéncia ao termo calculabilidade é encon-
trada. No famoso artigo de Turing [46], ele faz referéncia pioneira ao termo “com-
putable” enquanto esclarece que o conceito de “calculable” (calculdvel) de Church ao
estudar funcdes calculdveis € equivalente a sua defini¢cdo de computavel [46]:

Although the class of computable numbers is so great, and in many ways similar
to the class of real numbers, it is nevertheless enumerable. In §8 I examine certain
arguments which would seem to prove the contrary. By the correct application of
one of these arguments, conclusions are reached which are superficially similar to
those of Godel [1]. These results have valuable applications. In particular, it is
shown (§11) that the Hilbertian Entscheidungsproblem can have no solution. In a
recent paper Alonzo Church [2] has introduced an idea of “effective calculability”,
which is equivalent to my “computability”, but is very differently defined. Church
also reaches similar conclusions about the Entscheidungsproblem [3]. The proof
of equivalence between “computability” and “effective calculability” is outlined
in an appendix to the present paper.

[1] Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und verwandter Sys-
teme, 1. Monatshefte fur Mathematik und Physik, 38(1931):173-198.

[2] An unsolvable problem of elementary number theory, Amer. J. Math, 58(1936): 345-
363.

[3] A note on the Entscheidungsproblem. J. of Symbolic Logic, 1(1936): 40-41.

Ademais, em [46] as nocdes de algoritmo, procedimento efetivo e computabi-
lidade sdo explicitadas. A partir das contribui¢cdes de Turing, Church, Gédel e muitos
outros, a Ciéncia da Computagdo passa a ser desenvolvida sob rigor cientifico e, funda-
mentalmente, 16gico-matematico. As contribui¢des de Church e Turing levam a formu-
lacdo da Tese de Church-Turing: uma func¢do sobre niimeros inteiros é computavel se,
e somente se, ela é computdvel em uma Mdaquina de Turing. Outra ideia de Turing - o
programa armazenado em fita tem grande impacto, inclusive tecnolégico. Este principio
muito simples influenciou von Neumann no desenvolvimento do conceito de programa
armazenado em memoria.

A partir do final da segunda guerra mundial, o desenvolvimento da Ciéncia da
Computacdo acontece de forma muito acelerada. O préprio desenvolvimento do tran-
sistor, no final da década de 1940, a constru¢do dos primeiros computadores e o de-
senvolvimento do modelo de arquitetura de computadores conhecido como modelo de
von Neumann, levam a impressionantes impactos sociais e econdmicos. Ainda nesta
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época, Turing novamente causa impacto, ao levantar questdes relacionados ao racio-
cinio e aprendizado de méquinas, i.e., pavimentando o caminho para o surgimento da
Inteligéncia Artificial. Evidentemente, para formalizar raciocinio torna-se necessdrio
o desenvolvimento de novos sistemas 16gicos, “implementaveis” em computadores. A
partir da década de 1960 novas ldgicas sd@o desenvolvidas em ciéncia da computacao,
tendo em vista a evolugdo da ciéncia e a necessidade de especificar, verificar e racioci-
nar sobre programas, sistemas e constru¢des computacionais. Em suma, o impacto da
l6gica em computacdo foi tdo significativo que muitos pesquisadores se referem a 16gica
como o “célculo da computacdo” [25, 36].

Figura 1.4. Alan Turing, FRS (1912-54), Kurt Goédel (1906-78), Alonzo Church (1903-95)

1.2.2. Légica em Computacio: Uma Breve Introducao

A seguir, apresentamos uma introdu¢do muito bésica a 16gica proposicional. Ha exce-
lentes livros que recomendamos para o leitor, com extenso material sobre o assunto,
inclusive sobre aspectos relacionados a Ciéncia da Computagdo. Um dos melhores tex-
tos em lingua portuguesa € o livro de Corréa da Silva, Finger e Melo [7]. Neste livro,
sao abordados em detalhe temas como SAT (satisfatibilidade), prova automadtica de te-
oremas e verificacdo de programas. Este capitulo tem como objetivo, apenas, oferecer
uma breve introducao a l6gica em computacdo. Na literatura hd outras obras de grande
abrangéncia e qualidade sobre l6gica em computacio, e.g. [3, 19, 29].

1.2.3. Légica Proposicional

Lembre-se que para falar sobre algum dominio, € necessario estabelecer (isto €, definir)
uma linguagem. Em sistemas 16gicos, as no¢des de sintaxe, semantica, e teoria de prova
(sistemas de prova) sdo fundamentais. A teoria de prova se refere a forma sintdtica de
obter ou identificar as afirmag¢des vdlidas da linguagem.

Também dizemos que a sintaxe se refere as regras utilizadas para construir as
férmulas de um sistema 16gico. Por sua vez, a semantica se refere ao significado destas
formulas bem-formadas (formadas de acordo com regras definidas de sintaxe), mape-
ando as sentencas a uma interpretacdo. Em ciéncia da computacdo, estes conceitos
também sdo essenciais, tanto do ponto de vista fundamental, quanto do ponto de vista
de aplicagdes, como em linguagens de programacdo. Assim, o conhecimento bésico de

36



l6gica cldssica torna-se ttil em um grande nimero de aplica¢des. Tipicamente, a 16gica
classica inclui e tem como objeto de estudo a légica proposicional e a l6gica de predi-
cados de primeira ordem. Iniciaremos, desta forma, nossa abordagem através de breves
introdugdes a 1dgica proposicional e a 16gica de predicados.

Em légica proposicional as afirmagdes atdmicas sdo proposicoes: fatos que po-
dem ser verdadeiros/falsos em um determinado mundo possivel/situacdo. Para repre-
sentar varidveis proposicionais, por exemplo, podemos usar p,q, r...; para representar os
conetivos (ditos “Booleanos”) tipicamente utilizamos -, V,A,— (ou 2)0. Estes simbo-
los de conetivos representam negacd@o (conetivo undrio), disjun¢do (“ou” 16gico), con-
juncdo (“e” l6gico) e implicacdo material (“se entdo”, informalmente). Exemplos de
formulae podem ser construidos a partir destes simbolos da linguagem proposicional:
~(pAg) = (=pV=q); (p—q) = (=pVq);(p— g — p.

Note que a légica proposicional tem expressividade limitada. Por exemplo, a
afirmacdo todos os homens sdo mortais, é expresso como um atomo proposicional,
abstraindo-se relacdes e quantificagdes. Os conetivos “Booleanos” t€ém uma interpre-
tacdo similar a utilizada em linguagem natural. Assim, p A g intuitivamente significa
que p e g sdo interpretados como verdadeiros em uma determinada situagdo. Logicas
sao utilizadas para aplicagdes, por exemplo, em representacdo do conhecimento (hu-
mano). Portanto, encontrar e estabelecer correspondéncia entre 16gica(s) e linguagem
natural é essencial nestas aplicacdes. Esta “traducdo” nem sempre € simples. Lembre
que a logica cldssica nos permite representar somente afirmacdes. A idéia fundamental
na tradugdo € tentar extrair proposi¢des atbmicas de uma afirmacao e combind-las atra-
vés de conetivos. Por exemplo, “Maria gosta de Jodo e de Pedro” pode ser “traduzida”
como “Maria gosta de Jodo A Maria gosta de Pedro” e formalizada como (p A g). Por
sua vez, a afirmacdo (proposi¢do) “Spinoza ndo gosta de Tomds” pode ser represen-
tada como —(Spinoza gosta de Tomds) e formalizada simplesmente como —p. Note que
esta formalizacdo proposicional abstrai relacdes entre objetos/pessoas das afirmacgdes
em linguagem natural. Finalmente, um exemplo envolvendo implicacdo material (ou
um “condicional”): “Se o Internacional vence, entdo todos estamos felizes” pode ser
traduzida como “Inter vencedor — felizes” e formalizada p O g ou p — ¢g. No entanto,
como a linguagem natural € ambigua, encontrar uma tradugdo aceita universalmente
nem sempre € possivel: por exemplo, “Pedro serd rico e famoso” ndo pode ser apenas

A sintaxe para o condicional p — ¢ é hoje a mais comumente utilizada. Na notacio do Principia
Mathematica [52] a implicacdo material seria representada como p D g. No entanto, deve-se observar
que existem diversos condicionais em légica(s). O condicional da ldgica classica € conhecido como
“implicagdo material”, sendo que p — ¢ € logicamente equivalente a =pV ¢g. No entanto, esta equivaléncia
ndo € vélida em outros sistemas ldgicos nao-cldssicos, por exemplo em ldgica intuicionista, na qual
esta equivaléncia ndo é um teorema. Ha diversas outras formalizacdes de condicionais: contrafatuais,
condicionais estritos, causais e outros. No entanto, o escopo deste capitulo € restrito, e ndo exploraremos
estes “condicionais ndo-classicos” [4].
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traduzido como “Pedro serd rico A Pedro serd famoso”, pois Pedro poderd ficar famoso
somente apds perder sua fortuna em um cassino, o que possivelmente seria melhor for-
malizado com uma logica temporal. Algumas férmulas sdo relativamente simples: Por
exemplo, “estd chovendo — Candide ndo sai de casa” pode ser traduzido como “se esta
chovendo entdo Candide ndo sai de casa”. Entretanto, ndo devemos ler a férmula p — ¢
como “p causa q”, pois a relacdo de causa e efeito tem interpretacdo distinta da impli-
cacdo material da légica cléssica.

E claro que nem sempre existe uma correspondéncia “trivial” entre aquilo que
é expresso através de uma linguagem natural e através de uma linguagem simbdlica de
uma légica. Em computagdo, a fim de expressarmos as afirmacdes e o conhecimento
sobre um determinado dominio, idealmente imaginamos que ndo existam ambiguidades
nas interpretacdes de férmulas. Na ldgica cldssica, trabalhamos com valores-verdade de
féormulas em situacdes nas quais determina-se se 0s componentes (dtomos) de férmulas
sdo verdadeiras ou ndo. Se pensarmos num programa de computador, avaliariamos um
teste condicional (um “if”’) em funcdo dos valores das varidveis do programa. Para dto-
mos p,q,r,... uma situacdo especificard os valores-verdade dos mesmos, i.e. se eles sdao
verdadeiros ou falsos nesta situacdo. Note que os valores-verdade dos 4tomos podem ser
diferentes em diferentes situacdes. O valor-verdade de uma férmula proposicional em
uma situagdo é definida como a seguir. E conveniente incluir T e L como as férmulas
que sdo sempre verdadeiras e sempre falsas, respectivamente. Assim, T e L denotam,
também, tautologias e contradi¢des, respectivamente. T ¢ verdadeiro e L € falso; —p
verdadeiro se p € falso, e falso se p é verdadeiro. p A g é verdadeiro se p,q sdo am-
bos verdadeiros; caso contrario, p A g € falso. pV g € verdadeiro se um ou mais dentre
p»q sdo verdadeiros, falso em caso contrario. p — g é verdadeiro se p € falso ou g é
verdadeiro (ou ambos). Caso contrdrio, a implicacdo é falsa.” As nogdes de verdade,
validade e equivaléncia sdo essenciais em l6gica. Uma férmula proposicional € logi-
camente valida se ela € verdadeira em qualquer situacdo. Escreve-se = p se p € vilida,
para uma férmula arbitraria p. Férmulas proposicionais vdlidas sdo também conhecidas
como tautologias.

Por sua vez, uma férmula p € uma contradicdo se ela for falsa em todas in-
terpretagdes. Uma formula proposicional € satisfativel (ou ainda consistente) se ela é
verdadeira em pelo menos uma situacdo. Duas férmulas p,q sdo logicamente equiva-
lentes se elas sdo verdadeiras em exatamente nas mesmas situagdes. Podemos escrever
p = g neste caso. Outra nog¢ao relevante € a de consisténcia de um conjunto de férmu-
las. Um conjunto de férmulas bem formadas {A1,A>,...,A,} € consistente se existe uma

"Podemos expressar o significado definido acima através de tabelas-verdade. Ludwig Wittgenstein,
no Tractatus Logico-Philosophicus [53] define a noc¢do de tabelas-verdade, na forma em que passaram a
ser utilizadas até hoje. Cada linha de uma tabela-verdade corresponderd a uma interpretagdo da férmula
para a qual construimos a tabela.

38



interpretacdo de sua conjungdo que € verdadeira; i.e. se valores podem ser atribuidos a
todas as sentencas atdmicas no conjunto de férmulas {A1,A5,...,A,} que fazem com que
as formulas sejam verdadeiras. Por exemplo, o conjunto {p — ¢,—p,—q} é consistente,
enquanto que o conjunto {r — s,r, s} ndo é consistente.

Dizemos que uma férmula g é consequéncia légica de um conjunto de férmu-
las p1, p2,...pn, representado por pi, p2,...pn | g se em toda situagd@o (interpretacdo) na
qual p1, p2,...pn s@o todas férmulas verdadeiras, g também € verdadeira. Note que esta é
uma nog¢ao de consequéncia semdntica. Podemos, também definir consequéncia ldgica
como uma nog¢do sinftdtica; neste caso, pi,p2,...pn F q significa que existe um prova
de g a partir das féormulas py, ps,...p,, utilizando um sistema de prova (e.g. sistema
de deducdo natural, tableaux, etc). Uma prova € uma sequéncia (finita) de férmulas
bem-formadas que sdo deduzidas a partir de outras féormulas através do uso de regras de
um sistema de provas ou de axiomas. Resultados anteriormente ja provados (teoremas)
podem ser utilizados como lemas em provas. Note que um sistema de provas utiliza re-
gras puramente sintdticas. Podemos dizer que g pode ser provado a partir das premissas
D1, P2,..-Pn- Assim, as no¢des de consequéncia légica no nivel sintdtico (p1, p2,...pn F q)
e semantico (p1, p2,...pn E q) sdo claramente distintas. O conjunto de férmulas (premis-
sas) p1,p2,-..pn € também chamado de teoria. A construcio sintdtica pi, p2,...pn +F q €
denominada, também, de sequente. As férmulas a esquerda de + sdo chamadas de ante-
cedente, enquanto que a férmula a direita de + ¢ chamada de consequente. Por sua vez,
teoremas sao férmulas que seguem logicamente de outras férmulas validas; s@o afirma-
coes deduzidas a partir de outras afirmacgdes (e que sdo, obviamente, validas) em um
cdlculo formal. Formalmente, no entanto, um teorema € a tltima linha de uma prova. A
notacdo + a denota que @ é um teorema. Existem diversos métodos para verificacdo de
validade de férmulas, incluindo: (1) tabelas-verdade, onde simplesmente verificamos
mecanicamente todas as situagdes relevantes; tém crescimento exponencial no nimero
de subférmulas atdmicas e sdo aplicdveis somente a ldgica proposicional; (2) argumen-
tagdo direta (utilizado por matematicos/l6gicos), que € relativamente rapida, desde que
o usudrio seja familiarizado com o método; (3) Sistemas de prova: sistemas de Hilbert
(axiomdticos), tableaux, dedu¢do natural e métodos automaticos (provadores autométi-
cos de teoremas - “automated theorem provers”).

Propriedades importantes de sistemas l6gicos (ditas metapropriedades) incluem
a corregdo e a completude. Se todas as formulas vélidas de um sistema légico sdo
provadas por um sistema de provas para este sistema, ele € dito completo em relagao
ao modelo semantico; enquanto que a corregdo garante que as provas obtidas por este
sistema de prova efetivamente sdo validas em relagdo ao modelo semantico. Por exem-
plo, para a légica proposicional, existem tanto sistemas de prova axiomdticos, quanto
sistemas de deducdo natural que s@o corretos e completos.

39



1.2.3.1. Exemplo de Sistema de Provas: Sistema Axiomatico (a la Frege-Hilbert)

Existem diversos sistemas de prova para légica proposicional e de primeira ordem. En-
tre as diversas formas de apresentacdo de sistemas l6gicos, sistemas axiomaticos estao
entre as mais utilizadas. Esta apresentacdo também é conhecida como apresentacio a
la Frege-Hilbert, ou, no “estilo de Hilbert” [37]. O sistema axiomatico € historicamente
muito utilizado por filésofos e matematicos. Tem como limitagcdo (en. “drawback™) o
fato de levar a construcio de provas complexas, mesmo para experientes. Um sistema
axiomatico consiste de férmulas que sdo definidas como axiomas e pela especificagio
de suas regras de inferéncia. Para exemplificarmos a sua utilizagdo, apresentamos a
seguinte axiomatizacio da logica proposicional. Se a, B e y sdo quaisquer férmulas
bem-formadas de L, entdo os seguintes sdo axiomas de L [37]; esta axiomatizac¢ao uti-
liza apenas os conetivos —, —.

(Al). (@ = (8-> @)

(A2). ((@—=>B—-=y) > (a—=p—(@—7)

(A3). (4B — —a) = (=B = @) = B)).

Uma regra de inferéncia de L: modus ponens: a, @ — B+

Exemplo simples: provaem L de A — A.

. A5 (A—>A)—>A)—>((A—>(A—>A) > (A— A)) (Instincia Ax. A2)
2. A= ((A—> A)— A) Esquema Ax. Al

3. Ao (A—-A) > (A—-A)1,2,MP

4. A— (A — A) Esquema Ax. Al

5. A—> A A partir de 3, 4 por MP

Ha mais de uma forma de axiomatizar a 16gica proposicional. O sistema axiomatico
proposto por Hilbert para a légica proposicional inclui a regra de inferéncia modus
ponens e 0s seguintes axiomas:

1. Ao (B—A)
2. A=>B—=0)=>(A->B)—>((A-=C))
3. A— B)— (-B—-A)

4. -—A—> A

5.A—>--A

Embora a apresentac@o axiomatica seja sintética, a constru¢cdo de provas neste sistema
é notadamente mais dificil do que em outros sistemas de prova.
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1.2.3.2. Exemplo de Sistema de Provas: Sistema de Deduciao Natural

O método de deducdo natural, foi proposto por Gentzen [23], e refinado por Fitch [16]
em um formato onde provas e subprovas sio representadas hierarquicamente. O método
consiste em uma representacdo formal da argumentacdo direta, em que utilizamos regras
do sistema para manipular premissas e obter conclusdes. A formaliza¢dao do raciocinio
¢ feita através de regras ditas de introdugdo e de eliminacdo. Regras de introducdo
permitem introduzir em uma linha de prova uma férmula que utilizam um determinado
conetivo que estd sendo “introduzido”. Regras de eliminacdo permitem a inferéncia de
uma nova férmula em que um conetivo foi “eliminado” (estas nocdes sdo detalhadas
a seguir). Nossa representacdo utilizard o formato de “boxes” (caixas) que lembram a
hierarquia da estrutura original no formato de arvores como Gentzen utilizava. Os livros
[3, 4, 19, 29] utilizam os formatos de caixas, que - de certa forma, ressalte-se - lembram
também a estrutura de um programa de computador. O método de deducao natural é
muito utilizado como formalizacdo do raciocinio utilizado em provas por especialistas;
i.e. existe uma correspondéncia préxima com a forma de como teoremas sao provados
(na “prética” légico-matemdtica) e como sdo construidas as relacdes entre premissas
e conclusdes em deducdo natural. Em vez de axiomas, hd regras de inferéncia, que
descrevem o que pode ser derivado a partir de premissas e hipdteses.

Em sintese, o sistema de deducdo natural tem uma série de vantagens em rela-
¢do a outros sistemas, como em relacdo ao sistema axiomatico, pois: (i) concentra-se na
no¢do de dedugdo, que € a nocdo fundamental em l6gica; (ii) evita que tenhamos de de-
finir um conjunto de férmulas como axiomas; (iii) freqiientemente as regras de dedugao
natural sdo mais faceis de serem manipuladas. (iv) de certa forma, ele espelha a forma
como os seres humanos realizam inferéncias.

As Regras de Deducao do Sistema de Deducao Natural

A implicacido material e uso do raciocinio hipotético: Nas ciéncias exatas o racio-
cinio hipotético é fundamental. Existem intimeras publicacdes em filosofia da ciéncia
sobre o tema, e neste curso apresentamos algumas formaliza¢des elementares sobre o
mesmo. Lembre-se que 16gica é fundamentalmente baseada sobre o raciocinio condicio-
nal (“se... entdo...”) e este padrao de raciocinio constitui a espinha dorsal das derivacdes
(algumas nao triviais) obtidas através de raciocinios hipotéticos. O método de deducao
natural ilustra muito bem a formalizacdo metddica deste tipo de raciocinio, fundamen-
tal na ciéncia. Nas regras que manipulam a implicacdo material “—”, a negagdo “—”,
a disjun¢do “V” e nas provas por contradicdo, a utilizacdo de hipdteses € essencial.
Hipdteses sao formulas utilizadas de uma forma distinta das demais férmulas. Usa-se

suposicoes (através de raciocinios em situacdes hipotéticas) para construir uma situagao
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na qual esta férmula é vdlida. Ou seja, assumimos que em uma determinada situagdo
uma hipétese (férmula) € vdlida a fim de obter alguma conclusdo a partir desta hipétese
(férmula). Por que usamos hipéteses? De forma simplificada, para derivar informagdes
adicionais (em subprovas) sobre a prova maior que estamos tentando construir.

Em dedugao natural, uma das regras para o condicional — faz uso de hipéteses.
Assim, a regra de introdugdo da implicacdo material (— I) € explicada a seguir: Para in-
troduzirmos (i.e. mostrarmos) uma férmula @ — 8 em uma linha de prova, assume-se @
e entdo constrdi-se a prova de 5. Pode-se utilizar @ e as demais férmulas anteriormente
derivadas nesta subprova. No entanto, ao obter 8, a hipdtese @ nao pode ser utilizada
novamente, pois esta era uma hipétese adicional para provar 5. Esta prova € isolada
em uma caixa para indicar que a hipétese € vilida apenas “localmente”. Note que hi-
péteses sdo anotadas entre colchetes “[«]”. Eliminacdo da implicacdo material: Para
“eliminar” a implica¢do material em o — 8 € necessario também provar «, e assim po-
demos derivar S. Dizemos “eliminac¢do” por estarmos deduzindo uma férmula g8 (que é
o consequente de uma implicacdo @ — (). Esta regra também € conhecida como modus
ponens e é usualmente abreviada em livros de 16gica como MP. A seguir, apresentamos
as regras de introducdo e eliminacdo da implicagdo material (representadas por — I e
— E, respectivamente).

1. [@] hipdtese

2.:
3.
4. a—->p —1(1,3)

—p

W N =

.
.
B — E(1,2)

Regras para a conjuncao A: Regra de Introdugdo: Para introduzir (ou para escrever)
uma férmula do tipo @ A 8 em uma prova, devemos provar « e provar 5. Regra de Eli-
minagdo: Se provamos a A S entdo podemos escrever @ e/ou podemos também escrever
B. As regras podem ser representadas como a seguir.

1. a
l.ang
g'b 2.0  AE(D)
: 3, EQ
4 anB AI(1,3) F AE(L

Regras para a disjuncdo V: Regra de Introdugdo: Para provar a V 3, basta provar
a ou basta provar 8. (A rigor, hd duas regras de introducdo do V: uma a partir de
a e outra para eliminagdo de ). Note que a,f sdo férmulas quaisquer da linguagem
proposicional. Regra de Eliminagdo: Para provar algo a partir de a V 3, deve-se prova-
lo a partir da hipdtese que a € vdlida e a partir da hip6tese que S € vdlida. Esta construgdo
¢ uma argumentagao por casos.
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l.aVvpg
2. [a] hipotese | 5. [B] hipdtese

l. a . .
2.avB VI(1) 3. (prova) | 6. : (prova)
8.y VE(1,2-4,5-7)

Regras para (—): Introdugao: Para mostrar -, assumimos @ € provamos L. A hipé-
tese ndo pode ser utilizada fora da subprova. Note que nesta regra, usa-se também o
raciocinio hipotético, e interpreta-se —a como « — L. Eliminagdo: A partir de « e de
-, provamos L.

1. [a] hipétese l.a

2. 2.:

3. 1 3.~

4. - =I(1,3) 4. 1L =E(1,3)

Entre as regras derivadas do sistema de deducao natural, podemos citar a regra de elimi-
nacdo da dupla negacdo ——E: A partir de =—a provamos «. Esta regra € utilizada para
simplificar passos de prova, mas pode ser derivada de outras regras do sistema de de-
ducdo natural. A seguir mostramos que, em légica cldssica, qualquer formula pode ser
obtida a partir de uma prova de L (também referido como falsum). Isto €, mostramos
que L A para qualquer férmula A.

1. L Premissa
2. [=A] hipét.
3.L V(D

4. ==A =1(2,3)

5.A —-—E@4)

Ou seja, ao assumirmos uma situacdo na qual L é verdadeiro (linha 1), se —A é ver-
dadeiro (linha 2), entdo L € verdadeiro, o que ndo é possivel. Portanto, temos ——A
(linha 4) e consequentemente, A é verdadeira nesta situacdo. Isto é: “qualquer coisa”
(formula) segue de uma contradicdo. Na prova acima, anotamos uma linha com o sim-
bolo “v”. Esta anotacdo simplesmente justifica a utilizacdo de uma férmula ja provada
anteriormente (esta notacdo € utilizada por alguns autores, incluindo [3]).

Note que é impossivel que L seja verdadeira. L s6 € provado através de hipoteses
contraditdrias, e isto acontece no meio de uma prova maior. Em uma subprova, podemos
entdo deduzir aquilo que necessitamos/desejamos. Claramente, mostrar contradi¢oes,
i.e. mostrar L em uma sub-prova, pode ser ttil em construc@o de provas.
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Prova por Contradicfio® Para provar ¢, assume-se —a e prova-se L. Novamente, esta
€ uma regra que utiliza raciocinio condicional (hipotético).

1. [-a] hipdtese

2.
3.1
4. a PC(13)

Regras para L: Introdugdo: Para provar L temos de provar @ e provar -, para féormu-
las quaisquer. Esta regra € andloga a regra —E. Eliminagdo: A partir de uma prova de L
podemos derivar qualquer férmula.

d

(0

1.
2" L1

3. 2.a L1EQ)

4.1 1I(1,3)

Existem também regras para T, de introducgdo e eliminac@o. T pode ser introduzido em
qualquer ponto de uma prova, pois ¢ uma formula sempre vdlida, enquanto que se temos
T nada podemos afirmar a partir desta férmula.

Utilizacdo de Lemas: Lemas sdo formulas provadas (vélidas), e assim denominadas
quando utilizadas na constru¢do de uma prova maior. Por exemplo, um lema muito
utilizado em dedug¢do natural para ldgica cldssica € a lei do meio excluido, i.e. @V —a.
Este lema - em geral - deve ser utilizado em conjunto com uma elimina¢do de Vv, onde
—a e a serdo hipéteses para um raciocinio por casos.

Regras para <: Lembre-se que a <> 8 € equivalente a (& AB) V (—a A =), e também
é equivalente a (@ — ) A (8 — ). Introdugdo: Para provar @ < (3, devemos provar a e
S ou devemos provar —a e 5. Devido a equivaléncia acima, também podemos derivar
a <  ao provarmos (@ — ) e (8 — «@). Eliminagdo: A partir de @ < 3, podemos provar
(=P e(B—-a)e(@AB)V(—aA-B). Assim como as demais regras para 0s conetivos,
as regras para <> também estdo representadas na Figura 1.6.

l.a

. l.ae g

gﬁ 2. (@nPV(—an—-B) < E(1)
boaop oI(1,3) HamprEm e o ED

A seguir, apresentamos a prova de um sequente simples, representada na Figura 1.5.
Na prova do sequente p — (¢ = r) F p A g — r, escrevemos a premissa p — (g — r)

8Também conhecida como reducio ao absurdo (Reductio ad absurdum - RAA).
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Figura 1.5. Exemplo: Prova do seqliente p — (¢ — r) + p Ag — r através do sistema
de deducao natural, ilustrada nesta figura.

1. p — (g — r) premissa
2. [pAg]l hip.

3. p AEQ)

4. qg ANEQ2)

5. q—r — E,3)
6. r — E4,5)
7. pAg—r —I(1,6)

na linha 1 da Figura 1.5. O nosso objetivo € provar p A ¢ — r (que estd na linha 7). A
conclusdo a ser provada é uma implica¢do material, « — S. Para provar uma implicagdo
material, assumimos como hipétese o antecedente (@) da implicagcdo: portanto, na linha
2 assumimos [p A g] com o objetivo de mostrarmos r. Note que r ocorre como conse-
quente de uma implicagdo, na linha 1. Assim, serd necessario usar a regra de eliminacao
do condicional — E (modus ponens) para mostrarmos r. Isto € feito sucessivamente:
primeiramente mostramos p, na linha 3 e posteriormente mostramos ¢ na linha 4. Ao
mostrarmos estes antecedentes das implicacdes da linha 1, finalmente podemos mostrar
g, a partir de duas aplicagdes de modus ponens (linhas 5 e 6). Note que a prova da
Figura 1.5 ndo € desenvolvida apenas de “cima para baixo”. Uma analogia muitissimo
simples sobre como construir uma prova nos remete a constru¢do de caminhos entre
dois pontos em um mapa. Ou seja, a constru¢do de uma prova muitas vezes € andloga
a construcao de um caminho: temos de saber o ponto de saida (premissas, hipéteses) e
o ponto de chegada (a conclusao, i.e. a férmula que temos de provar). A partir destes
pontos construimos o “caminho” (a prova) entre estes “pontos”, usando este raciocinio,
recursivamente, até que o caminho (prova) esteja concluido.

As regras aqui apresentadas permitem que todas as formulas vélidas da 16gica
cldssica proposicional sejam provadas usando o sistema de deducdo natural. Esta pro-
priedade é conhecida como completude de um sistema de provas. Um sistema l6gico é
completo se, e somente se, todas as formulas bem formadas validas sio teoremas do sis-
tema. Idealmente, um sistema de provas teria que permitir que todas as formulas validas
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sejam derivdveis através das regras do sistema. Por outro lado, é desejdvel também que
as formulas provadas através do sistema de prova sejam efetivamente férmulas validas
do sistema l6gico em questdo. Esta propriedade é conhecida como corre¢do de um sis-
tema de provas. O sistema de dedug¢do natural apresentado aqui € correto e completo em
relacdo a semantica apresentada. Isto garante que o sistema de deducao natural pode ser
utilizado para verificar a validade de férmulas proposicionais cldssicas. A se¢do acima
resume regras bdsicas do sistema de dedugdo natural para a légica cldssica proposicio-
nal. Estas regras seriam diferentes para outros sistemas 16gicos. Na logica intuicionista,
por exemplo, ndo se admitem provas por contradi¢do, nem eliminagdo da dupla negacdo
——FE e ndo € aceita a lei (ou o principio) do meio excluido @ V —a, considerado valido
na légica classica.

Figura 1.6. Resumo das Regras para os Conetivos Classicos. As linhas da tabela
servem como referéncia. Obviamente poderiamos adotar uma numeragao genérica
para as linhas de prova; mas como exemplo didatico, a numeracéao a seguir é clara.

l.
. 1.aAp
2. 2. a AE(1)
3. B 3.8 AE(1)
4. anB  AI(1,3)
1. [@]  hipétese
. l.a—p
2. 2.«
3.8 3.8 - E(1,2)
4. a—-p —I(1,3)
l.avp
2. [a]  hipdtese | 5. [B] hipdtese
l.a . .
2.aVvpB VI(1) 3. (provay | 6. (prova)
4. vy 7. vy
8.y VE(1,2-4,5-17)
1. [a] hipétese 1. a
2. 2.
3. L 3. -«
4. - =I(1,3) 4.1 -E(1,3)
1. -
2. 1L
3 a 2.a  LE(1)
4.1 11(1,3)
1. [~a]  hipdtese
1. =—a :
20 mE() >
4.0 PC(1,3)
1. a
l.aep
2.0 2. (@AB)V(~aA-B) o E(1)
3.8 .(@a—=PAB—oa) o E1)
4. aop o 1(1,3)

46



1.2.4. O Problema da Satisfatibilidade (SAT)

O problema da satisfatibilidade - SAT - consiste em determinar se existe uma interpre-
tacdo que satisfaca uma férmula da l6gica proposicional. Dada uma férmula « existe
uma atribuic¢do v tal que v(a) = 1 (ou true)? Embora o enunciado seja “simples” e ex-
tensivamente estudado, apresenta um dos grandes desafios da Ciéncia da Computagdo.
Até hoje, ndo hd algoritmo em tempo polinomial para o problema. Steven A. Cook °
identificou a relevancia de SAT em um cléssico artigo, publicado no inicio da década de
1970 [6]. O artigo € intitulado The Complexity of Theory Proving Procedures. O proprio
titulo j4 indica a forte relevancia que as questoes de l6gica tem e sua relagdo com a drea
de complexidade computational. Neste artigo, Cook formalizou as nog¢des de redugao
em tempo polinomial e mostrou que SAT é um problema NP-completo. Neste artigo,
também foi formulada famosa questdo P versus N P, problema que ainda estd em aberto.

b 4

9 e

SN

Figura 1.7. Edgar (Ted) F. Codd, Stephen A. Cook

1.2.5. Légica de Primeira Ordem

A ldgica proposicional, em termos de poder de expressdo, ¢ mais “fraca” que a ldgica
de predicados de primeira ordem. Por exemplo, a afirmacdo (proposicdo) “um herdi
¢ alguém admirado por todos” é representada simplesmente como uma proposi¢ao em
l6gica proposicional, digamos p; note que, por exemplo, o predicado “admirado” e o
quantificador “todos” s@o abstraidos na representacdo. A logica de predicados aumenta
o poder de expressao da logica proposicional ao adicionar a possibilidade de expressar-
mos relagdes entre objetos, inclusive fazendo uso de quantificadores: ¥ - que representa
a quantificacdo universal e 9 - que representa a quantificacdo existencial, além de outras
extensoes a linguagem. Simbolos de relagdo n-drios, simbolos de fungdo, constantes e
quantificadores sobre varidveis sdo introduzidos. Na sintaxe, define-se a noc¢ao de assi-
natura, que consiste que um conjunto de constantes, simbolos de func¢do e simbolos de
relacdo. A nog¢do de termo é fundamental para nomear objetos (utilizamos constantes,

9Cook recebeu 0 ACM AM. Turing Award em 1982 pelo seu trabalho pioneiro em complexidade
computacional. Este prémio, o mais importante da Ciéncia da Computagdo, tem esta denomina¢io em
reconhecimento as contribuicdes de Alan M. Turing.
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varidveis, simbolos de funcdo n-drios como termos). Exemplos de férmulas atomicas
na légica de primeira ordem, construidas com simbolos de relacdo undria homem e de
relacdo bindria amigo, constantes (Pedro, Celina, Luis), varidveis (x,y) e simbolo de
fungdo undria f: homem(Pedro), amigo(Celina, Luis), ¥Yxdy(y = f(x)). Note que cons-
tantes e simbolos de funcao se referem a individuos, a objetos, enquanto que os simbolos
de relacdo especificam, representam relacdes entre estes objetos. Esta especificacdo de
relacdes entre objetos nao € representada de forma precisa na légica proposicional. Ade-
mais, a semantica da légica de predicados € mais complexa. Neste curso, apresentamos
apenas uma no¢ao muito simplificada desta semantica, por questdes de espago.

Para que possamos interpretar esta linguagem mais expressiva, a semantica deve
considerar quantificadores, varidveis e novas formulas atdmicas, que envolvem rela-
coes. A nocdo de estrutura ou modelo torna-se fundamental. Uma estrutura identifica
uma colecado de objetos em seu dominio, bem como o significado dos simbolos da lin-
guagem. A interpretacdo de uma constante corresponde a uma constante no dominio da
estrutura (ou do modelo); a interpretacdo de um simbolo de relacdo em uma estrutura
corresponde a uma relac@o sobre os objetos do dominio desta estrutura. Uma sentenca é
uma férmula sem ocorréncia de varidveis livres, e.g. Vx3dy(y = f(x)); as varidveis deste
exemplo estdo sob o escopo dos quantificadores V e 1, sdo ditas amarradas (ou limita-
das, ou ligadas) ou ainda bound - em inglés. Por sua vez a formula Vx(P(x,y) — R(x,y))
ndo € uma sentenga, pois a varidvel y € livre: y ndo ocorre no escopo de um quantificador
¥V ou 1. Varidveis livres s@o interpretadas através de uma atribuicdo de valor para um
objeto do dominio da estrutura. De forma muito sucinta, férmulas quantificadas exis-
tencialmente sdo interpretadas em uma estrutura de forma que alguma atribui¢do torne
a férmula verdadeira, enquanto que para férmulas quantificadas universalmente todas
as atribui¢des tornam a férmula verdadeira. '”

Portanto, a l6gica de primeira ordem permite especificar propriedades de es-
truturas como (grafos, ordens parciais, grupos, bancos de dados) usando predicados
(relagdes). As sentencgas atdmicas da légica de predicados t€ém argumentos (termos)
que denotam objetos e simbolos de predicados de n argumentos. A utilizacdo de va-
ridveis quantificadas pelo quantificador existencial (dx) e universal (Vx) permite grande
expressividade sobre conjuntos de objetos. Por exemplo, podemos expressar proprieda-
des sobre grados, G = (V,E),E C V2, como Cada nodo do grafo tem pelo menos dois
vizinhos distintos: Yx3dy3z(—(y = 2) A E(x,y) A E(x,z)). Outra observacdo simples, mas
poderosa € que uma estrutura relacional é essencialmente um banco de dados relaci-
onal. Este “insight” de Ted Codd (no final da década de 1960) posteriormente levou
ao desenvolvimento de uma industria biliondria em bancos de dados relacionais. Codd
posteriormente foi agraciado com o ACM Turing Award.

10por questdes de espaco a apresentacio formal da seméntica da I6gica de primeira ordem nio é apre-
sentada neste texto. No entanto, pode ser compreendida através da leitura dos excelentes livros [7, 29].
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1.2.5.1. Deducao Natural para Légica de Predicados

As provas no cdlculo de deducdo natural para légica de predicados sdo similares as
provas para légica proposicional. Introduz-se regras para os quantificadores e para o
simbolo de igualdade. As regras para os conetivos sdo preservadas: as regras para 16-
gica proposicional continuam vélidas para a 16gica de predicados. Novamente, nossa
apresentacdo sumariza os sistemas apresentados em [4, 19, 29] que apresentam um sis-
tema de deducdo natural para logica de predicados com estrutura hierdarquica no formato
de caixas. Primeiramente, temos as regras para igualdade (=). A reflexividade da igual-
dade permite escrever em qualquer linha de prova que ¢ = t. Isto é, qualquer fermo t é
igual a si mesmo, o que na verdade é um axioma. Dada uma férmula arbitraria a, se
provamos a(t) e provamos que ¢ = u, sendo f,u termos, entdo pela substituicao de ter-
mos iguais = sub podemos mostrar a(u). As regras estdo representadas na Figura 1.8.
Exemplo: Podemos mostrar, usando as regras acima que (exemplo de [29]):

1.  a() provado

1. 2.
2. t=t =refl 3. t=u provado
4. a(u) =sub(1,3)

Figura 1.8. Regras de Deducao Natural para Igualdade (=)

x+1=14+x,(x+1>1)>x+1>0F0+x)>1>{+x)>0

1. x+1)=(0+x) premissa
2. (x+1>1)—>(x+1>0) premissa
3. (I+x>1)—>(1+x>0) =sub(l,2)

Regras para o Quantificador Universal (V)

Para qualquer féormula Vxa(x), podemos derivar a(f) para qualquer termo fechado r.
Isto se deve ao fato de afirmacdes universais serem verdade para quaisquer objetos de
um dominio, isto é para quaisquer termos fechados. Assim, a regra de eliminac¢do do
quantificador universal denotada por VE pode ser representada como na Figura 1.9.
A regra de introdugdo do quantificador universal V/ requer a utilizagdo de raciocinio
hipotético. E necessdrio provar, para um termo arbitrdrio 7, ainda ndo utilizado em
nenhuma outra linha de prova, que a(¢) é vilido. Note que nesta regra escrevemos um
termo em uma linha de prova, o que nao ocorre nas demais regras do sistema de dedugdo
natural. Note que ¢ € arbitrario, ndo sendo utilizado na prova posteriormente. A anotacio
feita a direita # — V1, ao lado do termo ¢ na linha 1, denota este termo arbitrario ¢, para o
qual temos de provar a féormula a(#), conforme a Figura 1.9.
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Regras para o Quantificador Existencial 1

Para mostrarmos uma sentenca dxa através do sistema de deducgao natural, temos que
mostrar que «(f) para um termo fechado 7 (que ndo inclui varidveis). Assim, a regra de
introdu¢do do quantificador existencial 7 € representada na Figura 1.9. A eliminagdo
do quantificador existencial exige a utilizacdo de uma andlise de casos, através de ra-
ciocinio hipotético. Lembre-se que a quantificacdo existencial dxa(x) significa que @
¢ verdadeira para pelo menos uma atribui¢do de x; isto é dxa(x) pode ser interpretado
como uma disjuncdo. Se provamos a sentenca dxa(x), a partir da hipdtese de que a(r)
¢ verdadeiro construimos uma prova de S, entdo podemos afirmar que g foi derivado a
partir de dxa(x). No formato hierdrquico que estamos utilizando, a regra € representada
como a seguir. Como exemplo, provamos o seguinte sequente: Ix—a(x) - =Vxa(x).

1. Ixa(x)
o o 2. [a(®] hip.
2. 1. Vxa(x) 1. a(t) ‘
3. at) 2. a(t) VYE(1) 2. Axa(x) 3AI(1) i IB
4. Vxa(x) YI(1,3) 5.,.8 b

Figura 1.9. Regras de Deducao Natural para os Quantificadores v, 3.

1. dx-a(x) premissa
2. [Vxa(x)] hip.
3. [—a()]  hip.
4, a(t) VYEQ)
5. 1 _'E(3’ 4)
6. 1 3JE(,3-5)
7. -Vxa(x) -—I1(2,6)

Explicacdo: Para provarmos —Vxa(x), temos dx—a(x) como premissa. Note que a
conclusdo € uma férmula negada. Portanto, podemos usar a regra de —/ para prové-la;
fazemos isto assumindo Yxa(x) como hipétese para derivar uma contradi¢cao L. Observe
que, ao assumirmos Yxa(x) e tendo a premissa da linha 1 (i.e. dx—a(x)), a hipitese
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—a(t) da linha 3 pode levar a uma contradi¢do com a férmula () da linha 4. Assim,
obtemos a conclusao.

1.2.5.2. Outros Métodos de Prova

Infelizmente, devido a restricdes de espago, a apresentacdo de outros métodos avan-
cados, incluindo métodos de prova automdtica de teoremas € mais adequada para um
curso de automacao do raciocinio. Por exemplo, o principio (ou método) da Resolucdo
¢ uma regra de inferéncia do calculo de predicados e utilizado extensivamente em inteli-
géncia artificial, devido a sua eficiéncia [31, 32]. O principio da resolugdo foi estudado
inicialmente por Davis e Putnam na década de 1960. Robinson estendeu o principio,
tornando-o mais eficiente, notadamente por fazer uso de um algoritmo de unifica¢io
(detalhes em [32]). A resolucdo é o mecanismo de execugdo/automacgio da linguagem
Prolog. Neste método, todas as férmulas envolvidas devem estar na forma clausal. Para
quaisquer duas cldusulas C; e C3, se existe um literal L; em C| que é complementar a
um literal L, em C,, entdo remova L; e L, de C; e C», respectivamente, e construa a
disjuncdo das cldusulas restantes. Ou, se @, sdo cldusulas e p;,g; sdo férmulas atdmi-
cas, entdo a regra €é:

aVprV..Vpn BV -q1V..V-ogy
(aVvp)o

onde 6 € o Unificador Mais Geral (UMG) de todas as férmulas p; e g;. O UMG € obtido
por unificacdo; a unificagdo busca determinar se dois termos coincidem. No caso da 16-
gica proposicional, € possivel construir um provador de teoremas utilizando o principio
da resolugdo que € correto e completo. Uma caracteristica essential da resolugdo € o fato
deste método funcionar exclusivamente sobre sentengas em forma clausal - disjuncdes
de literais (dtomos ou negacdes de dtomos). A forma clausal € utilizada por métodos
automadticos de prova desde os primérdios desta drea. A transformacgdo de uma sentenca
em forma clausal preserva a consisténcia (ou inconsisténcia) da sentenca original, e
desta forma o uso de cldusulas facilita a busca por refutagdes. Os métodos nao-clausais
também fazem uso das idéias sugeridas para melhorar o desempenho de provadores de
teoremas clausais.

Outro método de inferéncia relevante é o conhecido como tableaux analitico,
desenvolvido inicialmente por Beth e aprimorado por Smullyan [7, 45]. E um método
refutacional. Ou seja, para provarmos o sequente f8i,...,8, - a1,...a,,, afirmamos os
antecedentes f1,...,[5, em busca de uma contradi¢do; se a contradi¢do ¢ mostrada pelo
tableau, o sequente estd provado.
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Os assuntos relacionados a prova automadtica de teoremas sio de alta complexi-
dade, demandando conhecimento de diversas ldgicas, algoritmos e complexidade com-
putacional. A automacio do raciocinio tem uma longa histéria. Ainda na década de
1950, Martin Davis construiu um programa para automatizar a aritmética de Pressbur-
ger (a teoria de primeira ordem dos naturais com adi¢@o). Allan Newell, Herbert Simon
and CIiff Shaw desenvolveram o “Logic Theorist”: um programa que imitava o racioci-
nio humano, que também foi fundamental nos primérdios da inteligéncia artificial. Este
sistema foi capaz de provar 38 dos 52 primeiros teoremas do Principia Mathematica
[52]. Na década de 1960, os algoritmos de Davis-Putnam (1960) e o algoritmo DPLL
(Davis-Putnam-Logemann-Loveland, 1962) foram desenvolvidos. DPLL € aplicado na
resolucdo de problemas de satisfatibilidade (SAT). Até hoje variacdes e extensdes do
algoritmo DPLL sio utilizadas pelos modernos “SAT solvers”. Para problemas de SAT
em ldégica de primeira ordem podemos utilizar SMT (Satisfiability Modulo Theories),
que t€m obtido sucesso notdvel na drea de verificagdo, particularmente em aplicacdes
em engenharia de software [13]. A drea de projeto de circuitos integrados e aplicagdes
criticas também fazem uso intensivo de métodos automaticos de prova.

1.2.6. Loégicas-Nao-Classicas

Em ldgica cldssica assumimos uma tnica situagdo, um tinico mundo possivel em que
formulas sdo avaliadas, isto €, em que assumem valores-verdade. Em diversos dominios
do conhecimento, este modelo ndo € satisfatério. Em Ciéncia da Computacdo, nosso
conhecimento do mundo, pode se referir a outros “mundos/estados possiveis” [25]. Ra-
ciocinar/refletir sobre conhecimento, computacdes e a¢gdes € fundamental em compu-
tacdo: como processos se coordenam para executar uma acdo? O que robds precisam
saber para executar suas tarefas? O que programas (‘“‘agentes”) precisam saber sobre 0s
outros programas para se comunicarem? As légicas que investigam estas questdes sao
l6gicas ndo-classicas: modais, temporais, epistémicas, entre outras.

Além disso, sistemas computacionais sao dinamicos e interativos. O tempo, por
exemplo, é um aspecto fundamental, assim como estados, transi¢des, trocas de mensa-
gens. Para aplicacdes em Ciéncia da Computacdo, Inteligéncia Artificial entre outras,
estas légicas requerem uma formalizacdo/axiomatizacdo distinta da realizada através de
légica cldssica. A logica classica é monotonica, i.e. um resultado ndo é refutado sob
novas informagdes. Em inteligéncia artificial, no entanto, muitas vezes € necessdrio
utilizar raciocinios ndo-monot6nicos. Tendo em vista as caracteristicas e a complexi-
dade das aplicacdes em IA e computagdo, surgem entdo diversas propostas de légicas

“ndo-cléssicas”.!!

"1 Além disso, as 16gicas ndo-classicas encontram um grande respaldo da comunidade de Ciéncia da
Computagdo, inclusive através de um grande nimero de Periddicos (Journals), Handbooks, Livros e
Conferéncias. E também notdvel que um percentual significativo de pesquisadores que atuam em éreas
relacionadas a 16gica computacional tenham sido vencedores do ACM Turing Award. A lista de premia-
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Entre as l6gicas origindrias da Ciéncia da Computa¢ido podemos citar as 16gicas
desenvolvidas para raciocinar sobre programas, a partir dos trabalhos de Hoare, Dijks-
tra e Floyd [29]. Hoare e Milner também desenvolveram calculos computacionais para
expressar propriedades de concorréncia e interagdo, que demandam novas légicas com-
putacionais para expressar propriedades de sistemas concorrentes [27, 38]. Dijkstra foi
um pioneiro da drea de verificacao formal e da derivagdo de programas, método no qual
um programa e sua prova sao desenvolvidos concomitantemente. Uma l6gica modal que

Figura 1.10. E.W. Dijkstra, C.A.R. Hoare, Robin Milner: Turing Awards (1972, 1980, 1991)

se tornou extremamente util em ciéncia da computacdo € a légica temporal. O racio-
cinio sobre tempo é fundamental em computacdo. Este requisito essencial do ponto de
vista computacional, tem conduzido ao desenvolvimento de um considerdvel nimero
de sistemas 16gicos temporais. Estes desenvolvimentos iniciaram-se com o estudo de
16gicas modais temporais, com forte impacto desde o trabalho de Pnueli On the tempo-
ral logic of programs, a partir de 1977 [40]. As légicas temporais tem mostrado efetiva
aplicabilidade na verificacdo de programas, verificacdo de hardware, teoria de bancos
de dados, computacio distribuida. E relevante observar que a 16gica LTL (Linear Tem-
poral Logic) proposicional tem o poder expressivo da légica de primeira ordem sobre
os naturais [21].

1.2.6.1. Légicas Nao-Classicas: Logicas Modais

Not ignorance, but ignorance of ignorance, is the death of knowledge.
Alfred North Whitehead

As logicas modais formalizam modos de verdade. Em filosofia, sdo relacionadas a epis-
temologia, sendo relevantes no estudo do conhecimento. Sdo as ldgicas das verdades
contingénciais, do “necessario” e “possivel”. Sua origem moderna remonta a origem a
Lewis [35]. H4, também, extensdes para l6gica modal de primeira ordem. Na sintaxe
das 16gicas modais, adiciona-se inicialmente operadores unérios a l6gica cldssica propo-
sicional. Os operadores bésicos O, ¢ adicionados a 16gica proposicional/predicados sao

dos inclui M. Rabin & D. Scott, C.A.R. Hoare, R. Milner, J. McCarthy, E. Codd, S. Cook, A. Pnueli, E.
Clarke, A. Emerson e J. Sifakis, que realizaram trabalhos em dreas diretamente vinculadas a 16gica.
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O¢: que lemos ¢ “€ necessariamente verdadeiro” , e 0¢ que € lido “¢ € possivelmente
verdadeiro” (e equivalente a ~[0—¢). Em l6gica modal uma proposicao é necessaria em
um mundo w se ela for verdadeira em todos os mundos que sdo possiveis em relagdo a
este mundo w, enquanto que uma proposicao € possivel em um mundo se ela for ver-
dadeira em pelo menos um mundo possivel alternativo, em relagdo a w. Esta relagdo é
formalizada através de uma relac@o bindria de acessibilidade entre mundos possiveis. As
l6gicas modais foram consideradas apropriadas para estudar provas (l6gica de provas),
tempo, conhecimento, crencas, obrigacdes e outras modalidades [4, 15]. Em inteligén-
cia artificial e computagao, 16gicas modais estdo entre os formalismos mais adequados
para andlise e representacdo de conhecimento e raciocinio sobre sistemas distribuidos e
concorrentes [15, 18].

Em aplicagdes em epistemologia, e em Ciéncia da Computagdo, na modelagem
de conhecimento em sistemas distribuidos e em inteligéncia artificial, O¢ € lido como
“de acordo com o meu conhecimento”, “de acordo com as leis da fisica”, “ap0s o tér-
mino do programa”. Notadamente a partir da década de 1950, os filésofos da logica
(e epistemologistas) Hintikka e Kripke propuseram a semdntica de mundos possiveis
[26, 34]. A partir da década de 1970, as 16gicas modais passaram a ser muito utilizadas
em Ciéncia da Computagdo na modelagem e o raciocinio sobre tempo, espago, crencas,
acoes e conhecimento, individualmente ou através de combinacdes destas. Uma obra
de referéncia que tornou as 16gicas modais relativamente populares em computacao (di-
zemos relativamente, pois o estudo de légica computacional reine uma comunidade
cientifica pequena) foi o agora cléssico ‘“Reasoning about Knowledge” de Fagin, Hal-
pern, Moses, Vardi [15]. Ademais, as propriedades de decidibilidade da l6gica modal
motivam seu uso em computacdo. Vardi mostra que elas sdo robustamente decidiveis,
sendo adequadas, portanto, para aplicagdes em computacdo. [S51].

Figura 1.11. Saul Kripke, Amir Pnueli, Moshe Vardi

A 16gica modal encontra diversas aplicagdes. Diversas leituras (ou interpreta-
¢oes) das modalidades sdo possiveis, por exemplo:

e Modalidades Aléticas:
O¢: ¢ € necessariamente verdadeiro.
0¢: ¢ € possivelmente verdadeiro (equivalente a =[0—¢).
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e Modalidades epistémicas
K.¢: Agente a sabe ¢.
B,¢: Agente a acredita que ¢ € verdade.

e Modalidades temporais lineares:
O¢ (ou X¢): ¢ serd verdade no préximo ponto de tempo (estado do mundo).
O¢ (ou G¢): ¢ serd verdadeiro sempre.
0¢ (ou F¢): ¢ serd possivelmente (contingencialmente) verdadeiro no futuro
(equivalente a -O—¢: ¢ ndo serd sempre falso).
oUy: ¢ € verdadeiro até que ¢ seja verdadeiro.

A axiomatizagdo bdsica da l6gica modal acrescenta novos axiomas a légica proposici-
onal. O Sistema Axiomadtico da 16gica modal conhecido como sistema K, consiste dos
axiomas abaixo e duas regras de inferéncia:

A1 Todas as tautologias proposicionais.
A2 (K) O(@ = p) — (Oa — 0Op)
R1De a, ¢ — Binfirag (MP)

R2 De « infira Oa  (Generalizacio)

Kripke demonstrou, na década de 1960, que o sistema K é um sistema axiomético cor-
reto e completo em relagdo ao modelo seméntico. O axioma A2 € hoje chamado de K
em homenagem a Kripke. Os sistemas 16gicos modais ditos normais contém o axioma
K e a regra de generalizacdo acima. Quanto a exemplos de férmulas, podemos citar:
OOA: € necessdrio que A seja necessario (ou “é conhecido que A é conhecido™); O<CA:
€ necessdrio que A € possivel; DA — A: se A é conhecido, entdo A € verdadeiro (ou se A
é necessariamente verdadeiro, entdo A é verdadeiro). E importante observar que a cada
propriedade da relacdo de acessibilidade corresponde um axioma da l6gica modal. Por
exemplo, a seguinte lista apresenta alguns axiomas da l6gica modal e a correspondéncia
com as correspondentes propriedades da relagdo bindria R.

T Oa—-«a VxR(x, x) (Reflexiva)
4: Oa—-00a VYx,y,z(R(x,y) AR(y,2)) = R(x,z) (Transitiva)
B: a- 0Ca Vx,y(R(x,y) = R(y, X)) (Simétrica)
D: Oo - Ca Vx3yR(x,y) (Serial)

5: OCa—-0OCa VYx,y,z(R(x,y) AR(x,2)) = R(y,z) (Euclidiana)

Assim, obtemos diferentes sistemas de 16gicas modais considerando subconjuntos des-
tes axiomas. Por exemplo:
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K: Al, A2, R1, R2.

KD45: K,D, 4,5+ Al,R1,R2.

KT4: tipicamente chamado de S4

KT45: tipicamente chamado de SS.
O axioma T corresponde a propriedade em R da reflexividade; 4 corresponde a pro-
priedade da transitividade; B corresponde a propriedade da simetria; D corresponde a
propriedade serial e 5 corresponde a propriedade euclidiana.

1.2.6.2. Semantica de Mundos Possiveis

Embora existam diversos modelos semanticos para as légicas modais, esta sintese se
concentra na semantica relacional de Kripke/Hintikka. O modelo dos mundos possiveis
de Kripke € utilizado de forma ampla, inclusive como modelo de conhecimento, para
l6gicas modais epist€micas. Kripke [33, 34] definiu uma teoria de modelos baseada em
“mundos possiveis” e relacdes de acessibilidade explicita entre mundos. Estes modelos
sdo aplicaveis em uma classe ampla de 16gicas. A no¢do de que mundos sdo “possiveis”
depende do mundo atual, ou de referéncia. Por exemplo, em I6gica modal temporal as
nogodes de passado e futuro dependem do mundo atual. Se considerarmos um conjunto
W de mundos possiveis e uma relacdo binaria R em W, podemos ler R(w1,w2) como w>
¢ um mundo possivel tendo w; como referéncia, ou a partir de w;. Podemos considerar
diversas propriedades das relagdes de acessibilidade. Um frame de Kripke é definido
por uma estrutura (W, R) onde W € um conjunto de ndo vazio e R € uma relagdo em W.

A nogdo de relacao de acessibilidade também € relevante pois sistemas diferen-
tes de l6gicas modais se caracterizam pelas propriedades das relacdes de acessibilidade.
Por exemplo, se definirmos que a relagdo de acessibilidade € reflexiva, simétrica e tran-
sitiva definimos um sistema 16gico conhecido como légica modal S5 (ou K745) [15].
De forma simplificada, podemos definir entdo uma Estrutura de Kripke: M = (W,R,v),
onde: W é um conjunto de mundos possiveis; R C W? é a relaciio de acessibilidade entre
mundos; e v(w) associa a cada mundo w € W um conjunto de varidveis proposicionais.
A satisfacdo de formulas (M, w) E a (que pode ser lida « € verdadeira em (M, w) ou a é
satisfeita em (M, w), pode entdo ser definida:

e (M,w) E p se, e somente se, p € v(w).

e Mwk-a = (M,w)#a

s MwEaAp — (M,w)F aand (M,w) EB
e MwEaVvp — (M,w)E aor (M,w) Ep

e MwEa—-fB — (M,w)ELor(M,w)la
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o (M,w)kE O¢ < paratodo w; € W, se R(w,w;) entdo (M, w;) E ¢

o (M,w) E Cp «— existe w; tal que R(w,w;) e (M,w;) E ¢

Observe que a definicdo de satisfacdo para os conetivos cldssicos reflete a defini¢do da
l6gica proposicional cldssica. Em cada mundo possivel, a l6gica proposicional cldssica
segue a sua interpretacdo usual. A l6gica modal é uma extensdo da légica cldssica pois
um modelo da 16gica modal é uma estrutura de modelos da l6gica cléssica interdepen-
dentes de acordo com a satisfatibilidade das férmulas modais. A nocdo de validade
também € mais geral. A validade pode ser definida em relacdo a um dado modelo ou em
relacdo a uma dada classe de modelos. Diferentes funcdes de avaliacdo para um mesmo
frame (W, R) podem gerar um classe C de modelos associados a (W, R). Dizemos entao
que, para um modelo M = (W,R,v) e @ uma férmula bem-formada, a € vdlida no mo-
delo M, denotado por M [ a, se para todo w em W, entdo M,w | a (i.e. @ é verdadeiro
em todo mundo possivel de W). A férmula « serd vélida em uma classe C de modelos
se para todo modelo M’ de C, temos M’ [ «.

Também € possivel considerar multiplos agentes em uma légica modal. Neste caso,
cada agente tem a sua prépria visdo de mundo, expresso por uma relagdo de acessibili-
dade individual. Cada agente teria uma modalidade 0J;, indexada pelo agente, além de
uma relagdo R;. Em uma légica epistémica, podemos utilizar uma modalidade K para
representar conhecimento. Assim K;a significa que o agente i sabe a; K> K1 —a pode ser
lido: o agente 2 sabe que o agente 1 sabe —a. Por exemplo, o modelo a seguir repre-
sentando trés relagdes, expressaria um modelo de Kripke para a 16gica KT45", com trés
agentes (exemplo de [29]). A Figura 1.12 representa o Modelo M a seguir (ndo mos-
tramos reflexividade, transitividade na figura). M = (W = {w1, w2, w3, w4, w5, we}; R1 =
{(w1,w2), (W1, w3), (W3, w2), (W4, ws)} Ry = {(w1, w3), (W4, ws)}, R3 = {(W3,W2), (W5, We)};
v ={(w1,9),(w2, ), (w2,9), (w3, ), (W4,q), (e, P)})

1.2.6.3. Sistemas de Provas Para Loégicas Modais

Varios tipos de sistemas de prova para l6gicas modais foram propostos, e.g., [4, 17]. Em
alguns destes sistemas, as formulas sdo rotuladas pelos mundos (estados) em que elas
sdo verdadeiras, o que pode facilitar no entendimento e desenvolvimento das provas.
Nas regras apresentadas a seguir, no estilo de dedu¢do natural, a notag¢do ¢ : w significa
que ¢ € verdadeira no mundo possivel w. A relagdo de acessibilidade R também & ex-
plicitada neste sistema de deducdo rotulado, o que também auxilia na derivacao de em
que mundos (estados) as féormulas podem ser inferidas a partir da informagdo sobre as
relacdes R entre mundos. As diferencas entre as diversas ldgicas, por exemplo ldgicas
modais, sdo ditadas pelas propriedades diferentes das relagdes de acessibilidade. Isso
€ possivel pela unido, nas unidades declarativas que sdo constituidas de férmulas com
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Figura 1.12. Exemplo de Modelo para K745" (de [29])

rotulos. Também definimos uma 4lgebra de rotulacdo que representa as propriedades
especificas de cada sistema l6gico. H4 também regras de inferéncia estruturais (ndo for-
malizadas aqui por simplicidade) que permitem raciocinio sobre diagramas (relagdes)
em configuragdes.

Na regra O/ a hipotese [R(w, go(w))] € interpretada como: dado um mundo pos-
sivel arbitrério g,(w), se podemos inferir ¢ : g,(w) entdo € possivel provar que Oy : w. A
regra CFE pode ser vista, informalmente, como uma skolemizacdo do quantificador exis-
tencial sobre mundos possiveis, o que é semanticamente implicado pela férmula $¢ na
premissa. Assim, o termo f,(w) define um mundo possivel particular unicamente asso-
ciado a férmula ¢ inferido e acessivel a partir do mundo possivel w (i.e. R(w, fo(w))).
A regra de <1 representa que se tivermos a relacdo R(wi,wz) € se ¢ € verdade em w;
entdo derivamos ¢ no mundo wg. Finalmente, a regra OF significa que, se Oy vale no
mundo w; e w estd relacionado com (€ acessivel de) w, entdo podemos inferir que ¢ é
verdadeiro em w,. Assim, as férmulas sdo rotuladas pelos mundos em que elas sdo ver-
dadeiras para facilitar o processo de raciocinio e inferéncia. As referéncias explicitas
as relacdes de acessibilidade também auxiliam na derivacdo de férmulas nos mundos
relacionados por R [4].

58



Tabela 1.4. Regras para operadores modais

[R(w, gp(w))]
: D¢ : w1, R(wr,w))
0180, 0w
Oe:w
Cprw OF ¢ w2, R(wi,wy) oF
¢ fo(w), R(w, fo(w)) Qi wy

Exemplo: Vamos provar Op : wg |- =$-p @ wp usando regras de deducdo rotuladas.

1. Ci{ap :wo F —=C=p:wg) premissa

2. Co{Op : wo, [C=p i wol) hip.

3. C3(ap : wo,R(wo, f-p(wo)),~p = f~p(wp))y CE(C2)
4. Culp: f-p(wo),—p: f-p(wo)) OE(C2)

5. Cs(L: fop(wo)) AI(C3)

6. Ce(=C=pwp) —I(C2,Cs)

Explicacdo: Nesta prova, temos como premissa Op : wo, isto € no mundo wgy, Op é
verdadeiro. Para provar a conclusdo =O=p : wp, assumimos, como hipétese que O—p -
wo para obtermos uma contradicdo L usando a regra de =/ em wy. Note que, em wy,
temos agora Op : wg, =<O-p :wp e O—p :wy (hipdtese). Para obtermos uma contradicao,
temos de usar as regras de elimina¢do OE, quanto OE. Para usar OF, temos mostrar
que p € verdade em um novo mundo possivel unicamente associado com p, isto é em
Sf=p(wp). Com a contradigdo entre p : f-,(wo) € =p : f-p(Wwp), concluimos a prova. Note
que neste sistema rotulado de provas, fazemos uso das regras para os conetivos cldssicos,
conforme a Tabela 1.5.

1.2.6.4. Logica em Inteligéncia Artificial: Integrando Raciocinio e Aprendizado

Em 2003, Valiant propds um grande desafio para a Ciéncia da Computacdo [48]. O
desafio consiste no desenvolvimento de modelos efetivos de computagdo cognitiva inte-
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Tabela 1.5. Regras para conetivos classicos

[@:w] [B:w]
. . a:w 7
. J J —V
avVf:w vY:iw y.w\/E VB w
Viw
aAB:w a:w,p:w
— AE — Al
a:wf:w aAB:w
la: w]
adf:w,a:w :
———>°F B:w
Brw — I
adf:w
[a: w]
W ‘
] 1:o
a:w o]
Q@ w

grando raciocinio e aprendizado.

“The aim here is to identify a way of looking at and manipulating common-
sense knowledge that is consistent with and can support what we consider
to be the two most fundamental aspects of intelligent cognitive behaviour:
the ability to learn from experience, and the ability to reason from what has
been learned. We are therefore seeking a semantics of knowledge that can
computationally support the basic phenomena of intelligent behaviour.”[48]

Recentemente, esta drea tem sido objeto de pesquisas de um crescente nimero
de pesquisadores, tendo em vista resultados promissores em inteligéncia artificial [8].
Para responder efetivamente a este desafio, além de conhecimentos sélidos de ciéncia
da computacio, € necessario entendimento da ci€ncia cognitiva, drea de estudo interdis-
ciplinar da mente e cérebro. Esta drea envolve psicologia, filosofia, IA, neurociéncia,
linguistica, antropologia. Em cognicéo, estudamos os processos do raciocinio humano,
enquanto que em computacio estes processos podem ou ndo ter inspira¢do na natu-
reza. Vérias dreas nos auxiliam a construir artefatos/algoritmos/sistemas computacio-
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nais mais expressivos, que podem contribuir neste desafio. Outro desafio, relacionado
ao proposto por Valiant € o cldssico questionamento levantado por Turing:

I propose to consider the question, “Can machines think?” This should
begin with definitions of the meaning of the terms “machine” and “think”.
The definitions might be framed so as to reflect so far as possible the normal
use of the words,... but this attitude is dangerous, If the meaning of the
words “machine” and “think” are to be found by examining how they are
commonly used it is difficult to escape the conclusion that the meaning and
the answer to the question, “Can machines think?” is to be sought in a
statistical survey such as a Gallup poll. But this is absurd.... [47].

Para realizar computac@o cognitiva, diversas habilidades devem ser considera-
das. Uma alternativa inicial seria expressar algumas destas habilidades em sistemas
artificiais. Estes modelos cognitivos mais completos requerem, portanto, a integragao
entre aprendizado, formacao de regras (ldgicas) e raciocinio (computacao) [30]. Para
construir modelos computacionais cognitivos que exigem a integracao de raciocinio ex-
pressivo (através de 16gicas) e aprendizado robusto é necessario definir uma semantica
adequada para computagdo cognitiva, i.e. que represente habilidades cognitivas.

Como aprendizado de mdquina € usualmente estudado através de abordagens es-
tatisticas, experimentais, enquanto que o raciocinio em IA € estudado através de aborda-
gens baseadas em 16gicas, uma alternativa seria desenvolver modelos integrados, hibri-
dos, por exemplo, modelos neuro-simbdlicos. A computagdo neuro-simbdlica explora
os beneficios de cada paradigma: aprendizado (neural) e raciocinio simbdlico (16gico)
[12]. O exemplo a seguir mostra como modelos neuro-simbdlicos podem ser realizados.
Nesta abordagem, o conhecimento € representado por uma linguagem légica simbdlica,
enquanto que a computagdo € realizada por algoritmos conexionistas, através de redes
neurais. Para ilustrar a abordagem, utilizarmos a Légica Modal Conexionista (Connec-
tionist Modal Logic - CML) [11]. O insight em CML € considerar as redes neurais
como redes de mundos possiveis, como na Figura 1.13.

No exemplo, considere que as 3 redes estdo relacionadas, podendo se comuni-
car. Considere as redes neurais Ni, N>, N3 como mundos possiveis. Observe que em
N € possivel, por exemplo, usar o raciocinio sobre a férmula Og para deduzirmos ¢
em N;. Por sua vez, em N temos s; assim, podemos mostrar ¢s em Nj. Outros ra-
ciocinios sdo possiveis. Regras de inferéncia podem ser aprendidas pela rede neural,
integrando, assim, raciocinio légico e aprendizado de maquina. Observe que estas redes
neuro-simbdlicas tem propriedades interessantes, inclusive em relacdo a computagdo de
pontos fixos de programas l6gicos. Por exemplo, para qualquer programa P, existe uma
rede neural N tal que N computa o operador de ponto fixo de programas modais, de
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programas l6gicos que representam raciocinio intuicionista e de linguagens restritas de
programas temporais [9, 10, 11].

Figura 1.13. Conjunto de redes que representa o0 programa
P={r—0q:w;0s > r:w;s:wi;g— Op:ws,Rwy,wr), Rw, w3)}

Outras dreas em que a integracdo de légica e aprendizado teve aplicagdes rele-
vantes incluem raciocinio e aprendizado temporal, inclusive no desenvolvimento de si-
muladores de treinamento [14], devido a capacidade de aprender novas regras observando-
se experts e novos usudrios em treinamento. Nos problemas tipicamente utilizados como
casos de estudo em sistemas distribuidos (muddy children puzzle, wise men puzzle, di-
ning philosophers [15]), os resultados de aplicacdo desta metodologia também foram
promissores, pois o sistema € capaz de aprender a resolver estes estudos de caso, encon-
trando a solucdo dos mesmos (veja detalhes em [12]). Finalmente, em engenharia de
software, a abordagem permite adaptacdo e evolugdao de modelos e especificacdes tem-
porais, servindo para verificar sistemas quando descri¢des de modelos sdo incompletas

[2].

Também € relevante mencionar que a integracdo entre légica e probabilidade
tem sido tema de pesquisas por um longo periodo. Historicamente, De Morgan e Bo-
ole j4 haviam realizado estudos em que associavam raciocinio probabilistico e l6gica
classica. Esta drea de pesquisa tem como um de seus objetivos integrar a representa-
¢do simbdlica da légica - que representa verdades absolutas, com a representacido de
incertezas - através de probabilidade [24, 28]. Embora este pareca ser um objetivo
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contraditério, a combinagdo de raciocinio qualitativo (simbdlico) e quantitativo (proba-
bilistico) pode levar a construc¢ao de sistemas, particularmente em inteligéncia artificial,
mais expressivos [41].

Figura 1.14. Michael O. Rabin, Leslie G. Valiant

1.2.7. Conclusoes e Perspectivas

O estudo de sistemas l6gicos tém sido fundamental desde as origens da Ciéncia da
Computacdo, a ponto da légica ser citada como o calculo da computagdo [25]. Recen-
temente, temos presenciado resultados muito promissores de pesquisas em Ciéncia da
Computacdo e Inteligéncia Artificial [43, 50], que demonstram que os sistemas com-
putacionais atuais jd sdo capazes de integrar habilidades cognitivas complexas, como
o aprendizado a partir de experi€ncias e o raciocinio sobre o conhecimento adquirido
do ambiente. A constru¢do de sistemas computacionais com complexidade crescente,
exige, portanto, conhecimento sofisticado de técnicas, modelos e fundamentos da Cién-
cia da Computagao.

Os grandes desafios cientificos sempre exigiram e, cada vez mais, irdo demandar
habilidade e capacidade de formalizar e construir raciocinios ndo triviais em sistemas
de computagdo. Este capitulo ofereceu uma introdu¢do minima e incompleta a légica
aplicada. Esperamos que o leitor, a partir da bibliografia, possa explorar novos caminhos
de forma independente. Para concluir de forma promissora, citamos Michael Rabin,
vencedor do ACM Turing Award em 1976:

Our field is still in its embryonic stage. It’s great that we haven’t been
around for 2000 years. We are at a stage where very, very important results
occur in front of our eyes. M.O. Rabin em [44]
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